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A kémiai reakciók időbeli lefolyását vizsgáló tudo­
mányágnak, a kémiai reakciókinetikának a szerepe és a je­
lentősége a vegyészek számára hasonló ahhoz, mint amilyen 
az elemi analizisé a matematikusok számára. A formális 
reakciókinetika a kémiai reakciókinetika matematikai elmé­
lete, amely eltekint a kémiai reakció fizikai részleteitől, 
s éppen ezáltal válik alkalmassá arra, hogy a kémián kivül 
sok más területen is felhasználható legyen.
A formális reakciókinetika fejlődésében döntő volt az 
1972-es év, amikor megjelentek az első általános, bizonyít­
ható és bizonyított tételek kinetikai differenciálegyenle­
tek megoldásainak kvalitatív tulajdonságairól [99, 204], il­
letve a sztochasztikus és a determinisztikus modell viszo­
nyáról [123]. Ezekhez a közleményekhez kapcsolódva célul 
tűztem ki, hogy hozzájáruljak a formális reakciókinetiká­
nak, mint az alkalmazott matematika egy fejezetének a fej­
lesztéséhez, elsősorban az inverz feladatok megfogalmazása 
és megoldása, valamint az egyensúlyi viselkedés vizsgálata 
területén.
Ennek a tudományágnak a használhatósága mindig is nyil 
vánvaló volt, s ma már elmondható, hogy matematikusok szemé 
ben is olyan rangra emelkedett, mint a matematikai fizika 
[135, 136]. Ennek oka az, hogy a determinisztikus és a szto 
chasztikus formális reakciókinetikára is az jellemző, hogy 
egyrészt létrehozott matematikusok számára is érdekes, mély 
és másutt is használható eredményeket, másrészt tág teret 
nyújt a meglévő matematikai eredmények alkalmazására.
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Az értekezésben felhasznált matematikai eszközök első­
sorban a közönséges differenciálegyenletek és a sztochaszti­
kus folyamatok (speciálisan az ugró Markov-folyamatok) el­
méletének területére esnek.
Mivel az irodalomban gyakori, hogy a fogalmakat pon­
tatlanul használják és hogy sejtéseket vagy hamis állításo­
kat igaz állításokként tüntetnek fel, szükségesnek látszott 
a téma formális tárgyalása. Ennek megvalósitása érdekében 
minden felhasznált fogalmat (de csak azokat) - bármilyen 
ismertek legyenek is azok reakciókinetikai környezeteben - 
pontosan definiáltam. Ennek az lett a következménye, hogy a 
dolgozat elején különösen magas a definíciók aránya, bár ez 
a későbbiekben természetszerűleg csökken. Az állításokat pe­
dig majdnem kivétel nélkül tétel formájában fogalmaztam meg, 
még akkor is, ha kisebb jelentőségű kijelentésről van szó.
Nem adtam külön irodalmi összefoglalót a dolgozat ele­
jén. Ehelyett egyes alapvető, és általam kiindulópontként 
használt eredményeket a függelékekben közöltem. (A témakör­
ben járatlan olvasó számára hasznos lehet, ha a 2. fejezet 
előtt elolvassa a 2. függeléket, a 3. fejezet előtt pedig 
a 3. függeléket. - A formális reakciókinetikának a disszertá­
ción kivül eső területeiről például [15, 17, 56, 77, 156,
181] irodalomjegyzéke nyújthat tájékoztatást. Ezekben a 
dolgozatokban az itteninél több szó esik a modellek hátte­
réről és kapcsolatairól.) Másutt pontos és részletes hivat­
kozással igyekeztem megvilágitani mások eredményeinek és a 
sajátjaimnak a kapcsolatát. A dolgozat fő részében (2.-5. 
fejezet) közölt tételek általában saját eredményt mondanak 
ki. Kivétel ez alól a 4. fejezet egy része, ahol mások e- 
redményeinek (inkább verbális) ismertetése is helyet kapott
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az eredmények különös fontossága miatt. A definícióknál 
a helyzet fordított, ezek általában többé-kevésbé ismer­
tek; itt a következőkről tartom fontosnak megemlíteni, 
hogy eredetiek: 2.11. - 2.17., 2.19., 2.21. és 3.3.
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Ez az értekezés része annak a tevékenységnek, ame­
lyet Érdi Péter vegyész barátommal közösen közel egy év­
tizede végzünk. Az együttes munka során kifejezésre jutott 
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A folyamatos szakmai és erkölcsi támogatásért köszö- 
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segítséget kaptam Deák Jenőtől és Török Turultól.
Igen hasznosak voltak számomra a kémiai reakciók ma­
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A disszertáció a SOTE Számitástechnikai Csoportjá­
nál és az MTA Számitástechnikai és Automatizálási Kutató 
Intézeténél készült. Uj munkahelyemen vezetőimtől és kol­





1.1. A VIZSGÁLT JELENSÉG: AZ ÖSSZETETT KÉMIAI REAKCIÓ
A következő konkrét jelenségből indulunk ki: Tekint­
sünk egy állandó térfogatú és hőmérsékletű rendszert (lom­
bikot, reaktort, élőlényt stb.-t), állandó nyomáson, amely­
ben különböző kémiai komponensek (molekulák, gyökök, ionok, 
stb.-k ) vannak jelen véges sokféle minőségben. Ezek között a 
komponensek között elemi reakciók zajlanak le, amelyeknek 
hatására a komponensek mennyisége (koncentrációja, darabszá­
ma) az idő múltával megváltozik. A komponensek mennyiségé­
nek időbeli változása áll vizsgálódásunk középpontjában. A 
komponensek mennyiségének térbeli eloszlását homogénnek te­
kintjük, azaz csak a jelenség globális leírásával foglalko­
zunk .
Habár az elmúlt évtizedben - elsősorban Érdi Péterrel 
közösen folytatott - kutatásaink központi kérdése volt, hogy 
összeegyeztethető-e a kémiai reakciókinetika és a nemegyen- 
sulyi termodinamika elmélete, itt ezzel a témakörrel egyál­
talán nem foglalkozunk; az érdeklődő Olvasónak a [48, 55,
56, 58] dolgozatokat ajánljuk figyelmébe. Itt még a tiszta 
reakciókinetikának is csak a két legelterjedtebb modelljé­
vel - a (globális) determinisztikus és sztochasztikus mo­
dellel - foglalkozunk, mig másfajta modellek konstruálásá­
nak szükségességéről, lehetőségéről és alkalmazásáról szól­
nak például a következők: [2, 16, 48, 90, 173, 179].
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1.2. AZ ÖSSZETETT KÉMIAI REAKCIÓ DETERMINISZTIKUS MODELLJE
Ebben a részben általánosságban megfogalmazzuk a formá­
lis reakciókinetika direkt és inverz feladatait. Ehhez elő­
készületként megadjuk az összetett kémiai reakció és a mecha 
nizmus Feinberg-Horn-Jackson-féle definícióját [72] alapján. 
Ezután ugyanebben a szellemben megadjuk a Volpert-féle defi­
níciót is [204] és [205] alapján. Megmutatjuk, hogy ez a két 
definíció lényegében egyenértékű. (Az összetett reakció a 
két definíció szerint egy-egy - bizonyos további attribútu­
mokkal is rendelkező - egymástól lényegesen különböző irá­
nyított gráf. ) Általános sémába foglaljuk a formális reak­
ciókinetika problémáit, amelyen belül elhelyezhetők az iro­
dalomban eddig felmerült direkt és inverz feladatok.
A továbbiakban két szükséges és elégséges feltételt a- 
dunk arra, hogy egy polinomiális differenciálegyenlet (-rend 
szeri) egy összetett kémiai reakció determinisztikus modell­
je (=indukált kinetikai differenciálegyenlete) legyen. Az 
egyik feltétel (2.9. lemma és 2.F.2. tétel) azt mondja ki, 
hogy a polinomiális differenciálegyenletek közül pontosan 
azok tekinthetők indukált kinetikai differenciálegyenlet­
nek, amelyek megoldása tetszőleges nemnegativ kezdeti fel­
tétel mellett az értelmezési tartomány minden pontjában nem­
negativ.
A másik feltétel az egyenlet jobboldalán szereplő po- 
linom szerkezetére vonatkozik (2.3. és 2.4. tétel). Ennek a 
feltételnek gyakorlati szempontból - a kémikus szempontjából 
az a jelentősége, hogy ha mérési adatokhoz sikerült egy po­
linomiális differenciálegyenletet illeszteni, akkor fontos 
tudni, hogy származtatható-e ez a differenciálegyenlet ösz- 
szetett kémiai reakció, vagy reakciók modelljeként. Elméle­
ti szempontból - a matematikus szempontjából - azért jó tud­
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ni, hogy egy differenciálegyenlethez létezik-e indukáló re­
akció, mert kinetikai differenciálegyenletek megoldásainak 
kvalitatív tulajdonságaira (aszimptotikus stabilitás, mul- 
tistacionaritás, periodicitás) egészen meglepő és erős téte­
lek ismertek, mint például a zéró deficiencia tétel, vagy 
Volpert tételei (lásd például a 2. Függeléket, vagy [181] i- 
rodalomjegyzékét), amelyek a megfelelő reakciónak, mint irá­
nyított gráfnak a struktúráján alapulnak. Az úgynevezett el­
méleti biokémikus eredményünket a következőképpen hasznosít­
hatja: valamelyik tudományágból (akár más természettudomány­
ból, akár a differenciálegyenletek kvalitatív elméletéből) 
kiválaszt egy olyan polinomiális differenciálegyenletet, a- 
mely az általa vizsgált biológiai, vagy biokémiai jelenség 
szempontjából releváns sajátságokkal bir. Ezután az alább 
szereplő 2.3. és 2.4. tétel segítségével megvizsgálja, hogy 
a differenciálegyenlethez létezik-e indukáló formális össze­
tett kémiai reakció, lévén ez szükséges feltétele annak, 
hogy létezzék hozzá valóságos összetett kémiai reakció is.
Ennek a direkt-inverz feladatpárnak a története igy a- 
lakult: A feladat direkt részét - tehát az alább megadandó 
feltétel szükséges voltának megállapitását - rekeszrendsze­
reknél valamivel bővebb osztályra: elsőrendű reakciókra 
Hearon oldotta meg 1953-ban [87, 125. old.], ennyiben tehát 
[183] 4.1. tétele nem tekinthető újnak. Másodrendű reakciók­
ra a megoldást Korzuhin és Zsabotyinszkij adta meg 1966-ban 
[206, 209, 210]. Mindezen szerzők folytonossági megfontolá­
sokat használtak, és feltevésként felhasználták, hogy a ki­
netikai kezdeti érték problémák megoldása nemnegativ koor­
dinátákkal bir.
Itt bebizonyítjuk azt, hogy a szóbanforgó feltétel e- 
légséges is, a direkt-inverz feladatpárt teljes általános­
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ságban oldjuk meg, kizárólag algebrai (sőt, inkább: aritme­
tikai) eszközöket használunk, és nem használjuk fel a megol­
dások nemnegativitását.
Ezután vázoljuk a felmerülő problémák néhány csoport­
ját, és néhányat ezek közül meg is oldunk. így
(i) vizsgáljuk a kinetikai differenciálegyenletek elő­
fordulásának gyakoriságát a polinomiálisok között;
(ii) vizsgáljuk az indukáló mechanizmus egyértelműsé­
gét;
(iii) elégséges feltételt adunk 0 deficienciáju indu­
káló mechanizmus létezésére;
(iv) további egyértelmüségi kérdésekre adunk választ 
elemi kombinatorikai eszközökkel;
(v) megvizsgáljuk bizonyos transzformációk hatását a 
kinetikai differenciálegyenletekre;
(vi) megállapítjuk, hogy alkalmas módon minden poli- 
nomiális differenciálegyenlet beágyazható egy kinetikaiba;
(vii) végül azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy mi­
kor lehet egy kinetikai differenciálegyenlet gradiens ti- 
pusu.
Idevonatkozó eredményeink egy részét a [85, 184] elő­
adásokban és a [174, 175, 177] cikkekben közöltük. Az álta­
lánosított rekeszrendszerekre vonatozó 2.3.6. pont [183] 
eredményeinek általánosítását tartalmazza.
Nem lesz itt szó a determinisztikus modell lehetséges 
tulajdonságai közötti kapcsolatok szisztematikus vizsgála­
táról, amelyet - részben a szerkezetelmélet [32, 33] ösztön­
zésére - [51, 52]-ben kezdeményeztünk.
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1.3. AZ ÖSSZETETT KÉMIAI REAKCIÓ SZTOCHASZTIKUS MODELLJE
Az utóbbi évtizedekben kitűnt, hogy kis rendszerek 
vizsgálatánál és egzotikus jelenségek (instabilitás, multi- 
stacionaritás) tanulmányozásánál, valamint a sebességi ál­
landók meghatározásának leggyakorlatibb feladatánál [57,
178, 180] előnyösebb lehet az összetett kémiai reakciók 
determinisztikus modelljénél a sztochasztikus modell alkal­
mazása, amely figyelembe veszi a reakció véletlen jellegét, 
és a komponensek mennyiségének diszkrét voltát is.
Definiáljuk összetett kémiai reakciók sztochasztikus 
modelljét a Feinberg-Horn-Jackson-féle és a Volpert-féle 
megadás alapján. Mind a két megadás ugyanazt a vektoriális 
állapotterü, polinomiális tiszta ugró Markov-folyamatot de­
finiálja, tehát a két megadás a sztochasztikus modell szem­
pontjából is egyenértékű.
Megoldunk egy direkt-inverz feladatpárt: szükséges és 
elégséges feltételt adunk arra, hogy egy polinomiális ugró 
Markov-folyamat egy összetett kémiai reakció sztochasztikus 
modellje («indukált infinitézimális operátora) legyen. Ez­
zel a direkt-inverz feladatpárral korábban tudomásunk sze­
rint nem foglalkoztak.
Ezután dinamikai jellegű állításokat bizonyltunk:
felirjuk a sztochasztikus modell jellemző mennyiségeire vo­
natkozó evolúciós egyenleteket, amelyek közül kiemeljük a 
3.6. tételben kimondott és a generátorfüggvényre vonatkozó 
egyenleteket. Megmutatjuk, hogy a sztochasztikus modellből 
számolt feltételes várható sebesség megegyezik a determinisz­
tikus kinetikai differenciálegyeniet jobboldalával. Kiszá­
mítjuk a feltételes szórássebességet is.
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Végül a stacionárius eloszlások vizsgálatára térünk rá. 
Medgyessy egy tételét általánosítva elégséges feltételt a- 
dunk arra, hogy egy összetett kémiai reakció stacionárius 
eloszlása egycsucsu legyen. A továbbiakban bizonyos reakció­
osztályokon belül elégséges feltételt adunk arra, hogy a 
stacionárius eloszlás Poisson-eI ősz I ás legyen. Ez a kérdés 
azért érdekes, mert fizikusok, vagy fizikai-kémikusok szá­
mára nyilvánvaló (ezt a megfelelő helyen idézetekkel fogjuk 
alátámasztani), hogy a stacionárius eloszlásnak Poisson-el- 
oszlásnak kell lennie, mig matematikusok számára az nyil­
vánvaló, hogy a stacionárius eloszlás szinte sohasem lesz 
Poisson-eloszlás.
1.4. ÖSSZEFÜGGÉSEK A KÉT MODELL KÖZÖTT
Ebben a fejezetben a cimben jelzett témakör tömör ösz- 
szefoglalását adjuk, s ebbe ágyazzuk be saját eredményein­
ket, tehát a többi fejezettől eltérően járunk el.
A két modell kapcsolatát a legkorábbi időktől fogva 
vizsgálják. Kezdetben a sztochasztikus modell jóságát mér­
ték azon - egyes, konkrét összetett kémiai reakciók esetén -, 
hogy mennyire van közel a megfelelő determinisztikus modell­
hez. Figyelembe véve, hogy a sztochasztikus modell az álla­
pottér diszkrét voltát és a kémiai reakció véletlen jellegét 
sem hanyagolja el, ma inkább úgy fogalmazunk, hogy azt sze­
retnénk megtudni, hogy a determinisztikus modell milyen ér­
telemben és mértékben nevezhető a megfelelő sztochasztikus 
modell jó közelítésének.
Rekeszrendszerekre, majd elsőrendű reakciókra kimutat­
ták, hogy a két modell átlagban konzisztens, azaz a szto­
chasztikus modell várható értékére vonatkozó differenciál­
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egyenlet megegyezik a determinisztikus modellel. Magasabb- 
rendü reakciók esetén a sztochasztikus modell várható érté­
kére vonatkozó differenciálegyenletből úgy kapjuk a deter­
minisztikus modellt, hogy szorzatok várható értéke helyett 
a megfelelő várható értékek szorzatát vesszük.
Tetszőleges reakció esetén a feltételes várható sebes­
ség megegyezik a determinisztikus sebességgel.
A két modell termodinamikai határértékben (azaz a ré­
szecskeszám és a térfogat növelése és a koncentrációk állan 
dó szinten tartása esetén) megegyezik. A sztochasztikus in­
gadozása a determinisztikus körül Wiener-folyamattal jelle­
mezhető. Érvényes tehát a nagy számok törvénye, a centrális 
határeloszlás-tétel és az invariancia-elv.
Egyensúlyban - az általánosan elterjedt nézettel szem­
ben - nincs szoros korreláció a két modell között: nem igaz 
az, hogy az egyensúlyi pontok (vagy akár csak számuk) megfe 
lelnének a stacionárius eloszlás csúcsainak (csúcsai számá­
nak ).
1.5. ALKALMAZÁSOK
E helyen - talán kissé meghökkentő módon - nem másutt 
részletesen tárgyalt alkalmazásokat mutatunk be teljes ter­
jedelmükben, vagy rövidítve. Célunk itt az, hogy megmutas­
suk néhány, alkalmazás közben felmerült feladat megoldását. 
Ezek a feladatok általában triviálisak és nélkülözhetetle­
nek; ilyenek megfogalmazásának és megoldásának véleményünk 
szerint rendkívül nagy - és általában elhallgatott - szere­
pe van a matematika alkalmazásainál.
Egy immunbiológiai feladat megoldását egy speciális e- 
setben egy egyváltozós polinom gyökhelyeinek meghatározásá­
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ra redukáljuk. (Ennek alapján konkrét számadatokkal valóban 
meg is határoztuk a gyökhelyeket. )
Két, rekeszrendszerekre vonatkozó feladatot oldunk meg: 
egy gyógyszerkinetikai feladat előkészítéseként bebizonyít­
juk, hogy egy bizonyos rekeszrendszer három komponensének 
koncentráció-idő függvénye nem mehet át egy ponton; egy neu- 
roblológiai probléma kapcsán pedig megmutatjuk, hogy ugyanab­
ban a rekeszrendszerben az egyik komponens meredekségének 
paraméterektől független korlátja van.
Végül felvázolunk egy ötletet, amelynek segítségével 
hormon-receptor komplexek asszociációs állandójának hibája 
az irodalomban ismertnél általánosabb modellekre is megha­
tározható .
Önálló függelékekben soroltuk fel a dolgozatban hasz­
nált és nem általánosan elterjedt jelöléseket, a determi­
nisztikus reakciókinetika alapvető eredményeit, valamint az 
ugró Markov-folyamatokra vonatkozó definíciókat és tételeket.
Másik fejezetre való hivatkozáskor a fejezet sorszámát 
is feltüntetjük, igy például a 2.14. tétel a 2. fejezet 14. 
tételét jelenti.
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2. AZ ÖSSZETETT KÉMIAI REAKCIÓ DETERMINISZTIKUS MODELLJE
2.1. ALAPVETŐ JELÖLÉSEK ÉS DEFINÍCIÓK. AZ ÖSSZETETT KÉMIAI 
REAKCIÓ FEINBERG-HORN-JACKSON-FÉLE (FHJ) ÉS VOLPERT- 
-FÊLE (V) MEGADÁSÁNAK EGYENÉRTÉKŰSÉGE
1. Definíció: FHJ-összetett kémiai reakciónak nevez­
zük az <é, ÍL / R> objektumot, ahol
(i) $ egy M(Gß'l) elemű halmaz, elemeit kémiai kompo­
nenseknek nevezzük;
(ii) 'Ус (M0 egy N(e|jsi 4  1 } ) elemből álló halmaz, ele­
meit komplexeknek (vagy: féIreakcióknak [140]) hivjuk;
(iii) &<= T  x T  egy irreflexiv reláció, amelyre 
Vy£T3y'eT: (у,у’ )GÄ V (у' ,у)б£
teljesül, elemei az elemi reakciók; ha (у',у)бИ, akkor y' 
a termék-, y a reaktáns-komp I ex;
(iv)  ^ egy olyan függvény, amelyik
mindegyik elemi reakcióhoz hozzárendeli az elemi reakció 
sebességét megadó függvényt, ez az FH J-k i net i ka . Az (y',y)e& 
elemi reakció sebessége tehát [R(y',y)](c), ha a komponen­
sek koncentrációját megadó vektor cG((R*) .
Az FHJ-összetett kémiai reakciók halmazát -fel jelöl­
jük; (y',y )e (H helyett időnként ezt Írjuk: y-*-y ' .
1. Példa : Legyen
$ : = { X , Y , Z , V } ,  Т :  = { У , У ' У " } , ={ (y ' >y ) > (y ">y ' ) » (y ,y ") } ,
ahol
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У ( X ) = 2 
у'(Х)=0 
у "( X ) = О
у (Y )=0 
у ' (Y ) = 3 
У "( Y ) = 0
у (Z ) = 0 
у ' (Z)=0 
у "( Z ) =4
У ( V ) = 1 
у '(V )=2 
у м( V ) =0 ,
továbbá legyen a,ß,yeiR + és definiáljuk R-et a következő­
képpen :
[R(y'5y)](c) = асу 
[ R(y ",У ' ) ] ( с ) = ßcy 
[R(y,У")](с) = усУ
(îe(R^)ê )
és R értéke minden más esetben 0. Ezt a reakciót hagyományo­
san ilyen alakban szokták felirni:
( 1 ) 2X +V -- 3Y + 2V
2. Definíció : Az f = < S ,T,Ä, R>G?:' FHJ-összetett kémiai 
reakció FHJ-mechan i zmu sa a g = <$ , <)Г j'R- > objektum, FHJ-gráfja 
az &  reláció gráfja. Ha Ä  szimmetrikus, akkor azt mondjuk, 
hogy a g FHJ-mechanizmus (vagy, esetenként: az f FHJ-össze- 
tett kémiai reakció) reverzibilis, ha pedig tranzitív lezárt 
ja szimmetrikus, akkor gyengén reverzibilis [99, 109. old.]
1. Példa : (1. folytatás): A hagyományos alak megadása 
tehát az FHJ-gráf megadását jelenti. A példában szereplő re­
akció gyengén reverzibilis, de nem reverzibilis.
3. Definíció : Az f = c£, T  , iR, ,R>EÍ' FHJ-összetett kémiai 
reakció (indukált) FHJ — ki netikai differenciálegyenlete:
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Az FHJ-kinetikai differenciálegyenlet t-c(t) megoldá­
sa a koncentráci6-ido függvény, értelmezési tartományának 
elemeit ugyanis i dőpon + okként, értékkészletének elemeit 
koncentrációvektorokként interpretáljuk.
4. Def inició : Az f = <<$, , F^ G'í' FHJ-összetett kémiai
reakció R FHJ-kinetikája tömeghatás-tipusu, ha minden 
(У 1>У)£Ü elemi reakcióhoz van olyan (reakcióseb es ségi állan­
dónak nevezett) K(y',y)GIR + szám, amellyel
[R(y',y)](c) = K(y’,y)cy ( cG ( 1R*)^ ).
(K(y',y):=0, ha (у',у)£&.)
A tömeghatás tipusu FHJ-kinetikával rendelkező FHJ-
összetett kémiai reakciók halmazát У  -mel fogjuk jelölni,m
magukat a reakciókat pedig <§,T,£,,K> alakban fogjuk meg­
adni. Az egész dolgozatban túlnyomórészt tömeghatás tipusu 
FHJ-kinetikával rendelkező reakciókkal fogunk foglalkozni; 
néhol utalunk az általánositás lehetőségére. Ennek egyrészt 
az az oka, hogy a tömeghatás kinetika viszonylagosan egysze­
rű és kísérleti eredmények leírására jól alkalmazható, és 
ezért több mint 100 év óta szinte teljesen általánosan el­
terjedt Wilhelmy, valamint Guldberg és Waage nyomán (lásd 
erről például [46, 450.-452.old., 156, l5.old.]), másrészt 
pedig - s ez részben magyarázza is az első okot - kémiailag 
plauzibilis, egyszerű feltevések következményeként származ­
tatható, amint azt az alábbi 6. megjegyzésben meg fogjuk 
mutatni.
1. Megjegyzés : Az f = <S, ,K>G^m tömeghatás tipusu
FHJ-kinetikával rendelkező FHJ-összetett kémiai reakció FHJ- 
-kinetikai differenciálegyenlete :
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(2) c(t)= E к(у’ ,y )c(t)y(y'-y ) (teS) ).
(y',y)efc
1. Példa (2. folytatás): Reakciónk tömeghatás tipusu 
FHJ-kinetikával rendelkezik, FHJ-kinetikai differenciálegyen­
lete :
x(t)=-2ax2(t)v(t)+2yz^(t) 
у (t )— 3ax2(t )v(t)-3ßy3(t )V2(t )
О)  0 9  дz(t)= 4ßy (t)v (t)-4yz (t)
v(t)= ax2(t)v(t)-2ßy3(t)v2(t)+yz4(t)
feltéve, hogy bevezetjük a (c(t))(X)=:x(t) s.i.t. rövidí­
téseket .
2. Megjegyzés : Itteni definícióink abban különböznek 
az irodalomban korábban szereplőktől (például akár a [183]— 
beliektől), hogy most nem sorszámozzuk meg a komponenseket és 
a komplexeket. Ez megfelel annak a szemléletnek, amely pél­
dául a lineáris leképezéseket részesíti előnyben a mátrixuk­
kal szemben. Végül is a komponensekhez kell hozzárendelni a 
c(t ) koncentrációvektor koordinátáit, és ennek a hozzáren­
delésnek nem kell feltétlenül (mindig) a természetes számok 
valamely részhalmazának közbeiktatásával megvalósulnia. (Ez 
a megjegyzés W. Nolltól származik.)
Definiálunk még néhány, a későbbiekben használandó fo-Igalmat.
»
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5. Definíció : A g = <ê,^ > FHJ-mechanizmushoz tarto­
zó sztöchîometriai tér:
5 : =span{y ' -y ? (y',y)e&}.
Tetszőleges D€( R*)^ esetén ( D + S ) П ( (R + a D-t tartalmazó
-f. ^reakciószimplex, (D + S)n((R J'0 a D-t tartalmazó pozitív reak- 
ciószimplex. (Ezen fogalmak szemléletes jelentését mutatja 
a 2F.3. lemma.) Ha létezik olyan r£( (R ) vektor, amelyik 
merőleges S-re, akkor g konzervatív, ha pedig létezik olyan 
re( (R + )® vektor, amellyel
rT (y'-y )S0 V ( y ' ,y)el
akkor szub konzervatiV. A g mechanizmus defic ieneiája :
6 :=N-L-dimS.
ahol L £ gráfja összefüggő komponenseinek (a láncosztályok­
nak) a száma. (6 egy alkalmasan definiált altér dimenziója 
lévén [65, 192. old, 72, 93. old.] mindig nemnegativ.) Az 
yeTkomplex tartójának a
supp y := (m£â; y(m)£[N}
halmazt, (vagyis azon komponensek halmazát, amelyek pozitiv 
együtthatóval szerepelnek у-ban), hosszának pedig az
£  (У ) : = E * y(m) mSM
számot nevezzük.
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1. Példa (3. folytatás): Az egyes komplexek tartója 
tehát :
s u p p  y = { X , V } , s u p p  y ' = { Y , V } ,  s u p p  y " = { Z } ; 
hosszuk pedig:
£ ( y )  = 3 ,  ' st  ( y  ' ) = 5 , ö t ( y ” ) = 4 .
Ez a példa a kémiai alkalmazások szempontjából éppen a sze­
replő komplexek hossza miatt nem reális, ugyanis szokás sze 
rint csak legfeljebb 2 (ritkán 3) hosszúságú komplexeket en 
gednek meg (például a klasszikus alapokon nyugvó [166] ösz- 
szefoglaló majdnem kizárólag csak ilyeneket tárgyal) arra 
hivatkozva, hogy a páros ütközések lehetségesek, a hármas 
ütközések nagyon kevéssé valószinüek, a többszörös ütközé­
sek pedig gyakorlatilag kizártak [46, 548. old.]. A matema­
tikai tárgyalásban viszont ez a megszorítás a legtöbbször 
semmilyen előnyt nem jelent, ezért nem fogjuk használni. 
(Hasonlót mondhatunk általában a kozvervativitásról is.)
Most megadjuk az összetett kémiai reakció Volperttől 
származó definícióját.
6. Definició: V-összetett kémiai reakciónak nevezzük 
az <§,&,( a , ß ) ,w> objektumot, ahol
(i) § és Я  egy-egy M, illetve R(M,RG(hl) elemű, egymás­
tól diszjunkt halmaz, elemeiket kémiai komponenseknek, il­
letve elemi reakcióknak hivjuk;
(ii) ( a ,ß)e( ÍN qx IH 0 ) egy függvény, értékei a sztöchi 
ometriai együtthatók;
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( К. )(iii) w:£-*-(R egy olyan függvény, amelyik mindegyik
elemi reakcióhoz hozzárendeli az elemi reakció sebességét 
megadó függvényt, ez a V-kinetika. (A koncentrációkra vonat­
kozó analóg megjegyzés itt is érvényes.)
A V-összetett kémiai reakciók halmazát IT-vel jelöljük.
7. Definíció : A v = <£, &  , ( a , ß),w>e V  V-összetett kémiai
reakció V-mechan i zmusa az u = <§, &  , ( a , ß ) > objektum, V-gráfja 
pedig az az irányított, többszörös élű páros gráf, amelynek 
két ponthalmaza ■$ és £ ; az § pontjaiból £ pontjaiba, illet­
ve &  pontjaiból 5 pontjaiba vezető irányított élek számát 
pedig
a : £x3l->-04 és ß:5x!R-*-|[Nо о
adja meg.
8. Definíció : A v=<§, ,(a ,ß),w>etT V-összetett kémiai
reakció (indukált) V-kinetikai differenciálegyenlete:
c(t)= £ ( ß( . ,r )-a( . , r ) ) w( r ) ( c ( t ) ) (tej) ).
rG
A V-kinetikai differenciálegyenlet és az FHJ-kinetikai dif­
ferenciálegyenlet is jól tükrözi a homogén reakciókinetika 
alapfeltevését, amely szerint az egyes elemi reakciókból e- 
redő hatások összeadódnak, az elemi reakciók között kereszt­
hatás nincs. (Ld. pl. [64, 4. old.]).
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9. Definíció : A v=<§, R, , ( a , ß ) ,w>G \X V-összetett kémiai 
reakció V-kinetikája tömegha+ás tipusu, ha minden г€& -hez
van olyan (reakciósebességi állandónak nevezett) k(r)€(R +, - szám, amellyel minden cG(R,' eseten
w(r)(c)=k(r)ca  ^* ’r ^ .
A tömeghatás tipusu V-kinetikával rendelkező V-össze- 
tett kémiai reakciók halmazát "Ü'^ -mel fogjuk jelölni, magu­
kat a reakciókat pedig <3 , &  , (a ,ß),k> alakban fogjuk megad­
ni (ké( ir + )ä  ).
2. Példa : A v=<$,& , ( a ,3),k>£ tömeghatás tipusu V- 
kinetikával rendelkező V-összetett kémiai reakció г € &  ele­
mi reakcióját szokásosan igy Írják fel:
E a ( m , r ) m — Г-^- E ß ( m , r ) m ,
m€ S mG^
és azt mondják, hogy ebben az elemi reakcióban az m G $ kémiai 
komponensből a(m,r) számú fogy és ß(m,r) számú keletkezik.
A k(r) pozitív szám az elemi reakció sebességére jellemző, 
ha értéke nagyobb, akkor az elemi reakció gyorsabban, ha 
kisebb, akkor lassabban játszódik le.
1. Példa (4. folytatás): Ahhoz, hogy az (l) FHJ-ösz- 
szetett kémiai reakciót egy <■§ ' , JV , ( a ' , ß ' ) ,k> V-összetett 
kémiai reakciónak tekinthessük, legyen:
$':=$; &.:={! ,2,3}; к ( 1 ) :=a, к(2 ) :=ß , к(3):=y ;
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а' (X, 1 )=2 a ’ ( Y , 1 ) = 0 p N V# II О a ' ( V, 1 ) = 1
a ' ( X , 2 ) = 0 a ' ( Y , 2) = 3 a ' ( Z , 2 ) = 0 a ' ( V , 2 ) = 2
a ' ( X , 3 ) = 0 a ' ( Y , 3 ) = 0 a ' ( Z , 3 ) = 4 a ' ( V ,3 ) = 0
3 ' ( X , 1 ) =0 3 ’ ( Y ,  1 ) = 3 3 ' ( Z ,  1 )=0 3 ' ( v , 1 ) = 2
3' ( x , 2 ) = 0 3 ' ( Y , 2 ) = 0 3' ( Z , 2 )  = 4 3' ( V , 2 ) = 0
3 ' ( x , 3 ) = 2 3 ' ( Y , 3 ) = 0 3' ( z , 3 ) = 0 3 * ( v , 3 ) = 1
3. Megjegyzés : A v = <§,51,(a ,3),k>6 ЯГ tömeghatás tipu- 
su V-kinetikával rendelkező V-összetett kémiai reakció V-ki 
netikai differenciálegyenlete:
(4) c(t)= E ( 3 ( . , r )-a( . , r ) )k( r ) c ( t ) a ^ * 5 r ^ (tE<D ).
rés.
Most pontosan megfogalmazzuk, hogy mit értünk a kétfé­
le megadási mód egyenértékűségén. Erre azért van szükség, 
mert mindkét megadási mód elterjedt. 1
1. Tétel : Tetszőleges: v=<S, SL , ( a , 3 ) ,k>£ 1Г V-összetett 
kémiai reakcióhoz létezik olyan f = <§ , 'T' ,3?.' ,k >6 FHJ-össze- 
tett kémiai reakció, amelynek az FHJ-kinetikai aifferenciál 
egyenlete megegyezik v V-kinetikai differenciálegyenletével 
Bizonyítás : Előállítunk egy ilyen f-et. Legyen
|У:={а(.,г)? r€3l}U{3( . ,r); rElt},
továbbá legyenek az fc'с T  x T  reláció elemei éppen azok 
az (y' ,y) párok, amelyekhez létezik olyan p(y',y)eR elem, 
valamint a(.,p(y',y)) és 3(.,р (у ',у ))£Й^0 függvény, ame­
lyekkel
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y=a(.,p(y',y)) és y '=ß(.,p(y' ,y)).
Az ilyen (y',y)GJL' párokra legyen
R(y1,У):=w(p(y',y)) (azaz R :=wop),
és legyen R értéke egyébként 0.
Az igy előállított f e FHJ-összetett kémiai reakció
FHJ-kinetikai differenciálegyenlete azonos v V-kinetikai 
differenciálegyenletével, amint azt egyszerű számolás mutat­
ja. Az is nyilvánvaló, hogy ha v£ U  , akkor 0 -m m
4. Megjegyzés : Bár (2) jobboldala csak nemnegativ kon­
centrációvektorok esetén van értelmezve, (4) pedig tetsző­
leges koncentrációvektorok esetén, az ebből fakadó látszó­
lagos különbségtől tömeghatás kinetika esetén nyilvánvaló­
an eltekinthetünk, mivel a 2.F.2. tétel szerint egy V-ki­
netikai differenciálegyenlet megoldásai nemnegativ kezdeti 
feltételek mellett nemnegativak maradnak.
2. Tétel : Tetszőleges f=<á,T,& ,K>EíF FHJ-összetett 
kémiai reakcióhoz létezik olyan у = < $ Д  ,(a,3),k>6^ V- 
összetett kémiai reakció, amelynek V-kinetikai differen­
ciálegyenlete megegyezik f FHJ-kinetikai differenciálegyen­
letével .
Bizonyítás : Előállítunk egy ilyen v-t. Legyen
a( • , (у ' ,y ) ) :=y és ß( . , (y ' ,y ) ) :=y
és legyen
w((y’ , у ) ) : =R( у 1 ,y)((y’ ,y)E &  ) .
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Az igy előállított vGlT V-mechanizmus V-kinetikai differen­
ciálegyenlete azonos f FHJ-kinetikai differenciálegyenleté­
vel, amint azt egyszerű számolás mutatja. Az is nyilvánvaló,
hogy ha feF , akkor v6 V  . -m m
5. Megj egyzés : Ha cp jelöli az 1. tételben leirt, 'Ü’-rol, 
5^-be vivő leképezést, Ф pedig a 2. tételben leirt, T-ről 
"Ü*-be vivő leképezést, akkor
4>ocp=icLV és (pociidF ‘
Alkalmas - természetes - feltevések mellett ф ,  illetve 
Ф már csak egyértelműen a fent megadott lehet.
Az eddigiek alapján a továbbiakban legtöbbször csak 
(összetett kémiai) reakcióról, mechanizmusról, kinetikáról, 
kinetikai differenciálegyenletről (ez utóbbi helyett eset­
leg determinisztikus modellről) fogunk beszélni, és eseten­
ként váltogatjuk a leírási módokat.
E szakasz befejezéseként megmutatjuk, hogy milyen 
plauzibilis kémiai feltevések következményeként juthatunk 
a tömeghatás tipusu kinetika bevezetéséhez (Vö: [181, 243. 
old.]). Mig tehát Guldbergnál és Waagenál a "kinetikus tö­
meghatás törvény" (és a tömeghatás törvény is) megfigyelé­
seken alapuló természeti törvény, a modern formális reak­
ciókinetikában általában a konstitutiv reláció szerepét 
játssza, nálunk pedig egyszerűbbnek látszó feltevések kö­
vetkezményeként adódik.
6. Megjegyzés : Legyen a,b£(R* ; a<b. Tegyük fel, hogy 
az <S, ,R>£ ?  összetett kémiai reakcióban a komponen­
sek koncentrációját a nyílt (а,Ъ)с (R+ intervallumon defi-o
niált c : ( a ,b )-( [R ) függvény írja le, és tegyük fel, hogyо
az y-*-y’ elemi reakció által a (t ,t + T)e(a,b) intervallumban
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+ á ^ +okozott koncentrációváltozást egy fi:(lR ) x IN q x ( 0 ,Ъ-а) -*■( (Ro ) 
függvény adja meg:
c(t+T)-c(t)=0(c(t),y,x)‘(y'-y)+o(T) (т-0),
amely Q függvény minden változójában monoton nemcsökkenő, 




- - - + 5  $(c,Cj ,c 2G( R q ) ; У ,У J ,У26 (N о ; т ,т1 ,т2 ,т1 + т2 .е(0 ,Ь-а))
(® definícióját lásd az 1. függelékben.) Az első függvénye­
gyenlet annak általánositását fogalmazza meg, hogy az
X + Y - Z
reakció sebessége az X és az Y komponens koncentrációjával 
is egyenesen arányos, mig a harmadik függvényegyenlet a 
kis időtartamoktól való additiv függést fejezi ki. A máso­
dik egyenletnek nincs szemléletes fizikai tartalma. Ezekből
a feltételekből következik, hogy ha R ^{0}, akkor létezik+ ^ olyan keffL szám, amellyel
й( с ,y , T ) =ксут (ce(RQ ) , y€jN^, т€ ( 0 ,Ъ-а ) )
(lásd például [l]).
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2.2. DIREKT ÉS INVERZ FELADATOK
A reakciókinetika feladatainak túlnyomó többsége meg­
fogalmazható az alábbi általános sémával. Legyen F az ösz- 
szetett kémiai reakciók halmaza, és legyen A és В nemüres 
halmaz. Tekintsük a következő diagramot:
У  $ Г  ( RxA) - B.
Itt f£ÿ fejezi ki az összetett kémiai reakció struktúráját, 
t(f) Írja le a reakcióban végbemenő folyamat dinamikáját, 
és ¥ adja meg a folyamatból származtatott mennyiségeket.
Egy feladat direkt feladat, ha adott ,А,В,Ф és f , és
t(f)-et, vagy 4'(t(f))-et keressük.
Egy feladat inverz feladat, ha А,В,Ф,у és t(f), vagy 
У (Ф(f)) adott, és f-et keressük, vagy F -nek egy olyan 
részhalmazát, amelyik tartalmazza f-et.
Direkt feladatot oldunk meg például akkor, amikor ki­
netikai differenciálegyenletek megoldását határozzuk meg a- 
nalitikusan, vagy numerikusán, vagy a megoldások kvalitatív 
tulajdonságait vizsgáljuk (ilyenkor tudniillik kijelöljük 
F”(|RxA) egy olyan részhalmazát, ahova ®(f) eshet), vagy 
amikor egy összetett kémiai reakció sztochasztikus modell­
jét szimuláljuk [53, 54, 84, 160, 161, 182].
A direkt feladatok minden lépésének megoldása az in­
verz feladatok megoldását szolgálja: a formális reakcióki­
netika alkalmazhatósága végső soron abban áll, hogy segít­
ségével mért adatokból következtetéseket vonhatunk le vala­
milyen (nem feltétlenül kémiai) folyamat mechanizmusára vo­
natkozóan .
A legfontosabb és legnépszerűbb inverz feladat a reak­
ciósebességi állandók becslése [23, 102]. (Ennek egy alkal­
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mazását mutatja be [149].) Ebben az esetben Ф a kinetikai 
differenciálegyenlet megoldását az összetett kémiai reakció­
hoz hozzárendelő függvény, ¥оФ pedig egy megoldáshoz hozzá­
rendeli annak diszkrét időpontokban felvett, hibával ter­
helt értékeit. Ilyenkor például kijelöljük Г -nek egy azonos 
mechanizmussal biró összetett kémiai reakciókból álló rész­
halmazát, és ezek közül akarjuk azt kiválasztani, amelyik­
ből számitva a kinetikai differenciálegyenlet megoldását, 
ez a mérési adatoktól a lehető legkevésbé tér el (például 
négyzetes középben). Mivel a megoldás a sebességi állandók­
nak nemlineáris függvénye, ezért az általános feladat vég­
leges megoldása numerikus és statisztikai szempontból (a 
globális optimum meghatározhatatlansága és a becsült para­
méterértékek statisztikai jellemzése hiján) teljesen remény­
telennek tűnik. (Lásd azonban [38]-at!) Ráadásul a sebessé­
gi állandók fizikai szempontból csak akkor értelmesek, ha 
univerzálisak, azaz, ha egy elemi reakció sebességi állan­
dója tetszőleges összetett kémiai reakcióból becsülve ugyan­
akkorának adódik.
Egy részprobléma itt a minimalizálandó célfüggvény pa­
raméterek szerinti deriváltjának kiszámítása; [l04]-ben ar­
ra adtunk módszert, hogy rekeszrendszerek esetén hogyan le­
het ezt analitikusan (értsd: nem numerikusán) elvégezni.
Itt elsősorban azzal a speciális direkt-inverz feladat­
párral foglalkozunk, amely a kinetikai differenciálegyenle­
tek jellemzését jelenti a polinomiális differenciálegyenletek 
halmazán belül. Felvetünk, illetve - esetleg csak részben - 
megválaszolunk néhány ehhez csatlakozó kérdést is.
Végül megjegyezzük, hogy az inverz feladatra adott ál­
talános definíciónk összhangban van a reakciókinetikában 
használt elnevezéssel [47, 154.old.; 102, 1., 102., 152.,
187., 211. old. ; 181, 303-307. old.; 213], valamint a többi 
természettudományban, illetve a matematika más fejezeteiben 
használt elnevezésekkel [3, 8. old.; 4, 107; 110, 79. és
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228. old.; 144; 152, 34.old.; 165; 201-202; 203].
2.3. POLINOMIÁLIS DIFFERENCIÁLEGYENLETEK, KINETIKAI DIFFE­
RENCIÁLEGYENLETEK, KINETIKAI KEZDETI ÉRTÉK PROBLÉMÁK
2.3.1»Polinomiális és kinetikai differenciálegyenletek
P: |RM
c 1 ’ c 2
10 . Definició:
— [R^  függvény
) • • • j C 1 j c -I m - 1 ш + 1
Legyen M,QG|N. Azt mondjuk, hogy a 
(M,Q )-poIinom, ha minden mGM , qGQ 
, . . . ,cMG ÍR esetén a
és
prqOP(Cr C2” ..’Cin-r ' ,Cm+1 ’ * * * ,CM^ : ^  ^
függvény polinom.
7. Megjegyzés : Ha tehát P (M,Q )-polinom, akkor léteznek
olyan
(5) I j >I2 ».• • » Iq J 2 9 • • • 9
és
(6) Ф IR+ , 4,Ml*o <*«:•
(7) u ^ i R + , ^ ivl M W  О
JQ£N o
л  *  NqGQ ) 
gOQ* )
paraméterek, amelyek közül az y? és vektorok (amelyeket 





Más szavakkal tehát P minden koordinátafüggvénye minden vál­
tozójában polinom.
Ez a definíció különbözik Hille és Phillips [91, XXVI. 
fej.] definíciójától. - Itt elsősorban (M ,M )-polinomokkal és 
- a sztochasztikus modellnél - (M ,1)-polinomokkal lesz dol­
gunk .
3. Tétel : Tetszőleges <á, У  , , K> összetett kémiai re­
akció indukált kinetikai differenciálegyenlete
( 8 ) с = P о c
alakú, ahol P olyan ( M , M )-polinom (illetve annak (IR*)M-re 
vett leszűkítése, v.ö. a 4. megjegyzéssel), amelynek para­
métereire a 7. megjegyzés jelöléseivel
VmGM*[j GÖvj -*• ( Vi £ J * pr (z?)G(H)3 m m m í
teljesül. (Most is: M:=l§l.)
Bizonyítás: Először is megjegyezzük, hogy itt - és i- 
dónként a későbbiekben is - azonosítjuk ÍR elemeit IRM ele­
meivel .
Induljunk ki (2)-ből, akkor azt kapjuk, hogy
(c(t ))(m ) = £ k(y',y)c(t)yy '(m) -
(y',y)€fc
£ у (m ) c ( t )У £ К ( у ' ,y ) .
yGT y’G T
(у'у)еЯ
Itt c(t)y együtthatója a második tagban pontosan akkor kü­
lönbözik 0-tól, ha £ K(y',y)GiR+ és у(ш)бЫ egyszerre
У 1G Уteljesül.-
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3. Példa : [ 130, 135. old.]: Az
X = -ax + ay
y = rx - y - xz (a,r,bG(R+ )
z = xy - Ъ z
Lorenz-egyenI et nem rendelkezik a tételben szereplő tulaj­
donsággal a 2. sorban szereplő -xz tag miatt. A szóban for­
gó tulajdonság szemléletesen azt fejezi ki, hogy ha egy ké­
miai komponens fogy egy elemi reakcióban, akkor kell, hogy 
résztvegyen benne. Ha ez a tulajdonság egy polinomiális 
differenciálegyenlet P jobboldalára fennáll, akkor azt mond 
juk, hogy P koordinátafüggvényei között nincs negativ ke­
reszthatás (vagy: nemnegativ kereszthatás van). Most megmu­
tatjuk, hogy a negativ kereszthatás hiánya elegendő feltété 
le is annak, hogy egy polinomiális differenciálegyenlet in­
dukált kinetikai differenciálegyenletnek legyen tekinthető.
4. Tétel : Legyen MGINi , és tegyük fel hogy a p(M,M)- 
polinom koordinátafüggvényei között nemnegativ keresztha­
tás áll fenn, és legyenek p paraméterei az (5) - (7)-ben 
megadottak. Ekkor létezik olyan tömeghatás kinetikáju ösz- 
szetett kémiai reakció, amelynek (8) az indukált kinetikai 
differenciálegyenlete.
8. Megjegyzés : Ezek után a 3. és 4. tételben szereplő 
feltételt kielégítő polinomiális differenciálegyenleteket 
kinetikai differenciálegyenleteknek, a megfelelő polinomo- 
kat pedig kinetikai polinomoknak fogjuk nevezni.
A tétel bizonyítása : Megadunk egy olyan <5, З"', ü  , K> 
összetett kémiai reakciót, amelynek (8) az indukált kine­
tikai differenciálegyenlete. Konstrukciónk egy egyértelműen 
meghatározott reakcióhoz vezet, ezt a továbbiakban a (8)- 
hoz tartozó kanonikus reakciónak nevezzük.
Legyen a szerkesztendő összetett kémiai reakciónak M kom­
ponense: legyen § tetszőleges M elemű halmaz. Legyenek a 
komplexek :
mУ • > mу . + e (iei* m£M* h1 í m m
mz . , mz . - e (iej *, тем* ).1 í m m
(Itt egyes vektorok esetleg többször is szerepelnek; e
Ш M ^természetes bázisának m-edik eleme, y.e IR -et azonosítjuk 
(R megfelelő elemevei, s ugyanezt tesszük a többi vektor­
ral is.) A nemnegativ kereszthatás miatt z^-e minden koor-1 m
dinátája nemnegativ egész szám. Legyenek az elemi reakciók
Ш 1 шУ- — -■> У •1 1
m
m
m-► z .i i
ahol az elemi reakciót jelképező nyil fölé irtuk a meg­
felelő sebességi állandót a szokással megegyezően. Könnyen 
verifikálható, hogy ennek a reakciónak az indukált kineti­
kai differenciálegyenlete (8), ahol a p polinom paraméterei 
azonosak a 7. megjegyzésben szereplőkkel.—
9. Megj egyzés : Tekintsük a következő feltételt: minden
#  ^ __ __ __ __ __ _j_mEM és minden c,c ,...,c , c ^ с1леФ esetén1 2  m-1 m+1 ’ M "то
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Nyilvánvaló, hogy ez a feltétel még nem feltétlenül tömeg­
hatás kinetika esetén is szükséges feltétele a nemnegativ 
kereszthatás fennállásának. Az, hogy még tömeghatás kineti­
ka esetében sem elégséges, az alábbi példából látható [68]:










10. Megjegyzés : A kinetikai differenciálegyenletek má­
sik, az 1.2. szakaszban elsőként emlitett jellemzését a 2.3.5. 
pontban fogjuk megadni.
2.3.2. További problémák
Két egyéb szempontból is tanulságos példán megmutat­
juk, hogy kinetikai differenciálegyenlethez sohasem lehet 
egyértelműen még mechanizmust sem rendelni.
4. Példa : [68]: A
( 9 )  2X X+Y i  2Y
összetett kémiai reakció tetszőleges összetett kémiai reak­
cióhoz hozzávehető, anélkül, hogy az utóbbi kinetikai diffe­
renciálegyenlete megváltoznék.
(Megjegyzendő viszont, hogy már az az egyszerűbb reak­
ció is, amelyikben Y-t állandó szinten tartott külső kompo­
nensnek tekintjük, tehát a
2X - X I 1У
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reakció is megkülönböztethető az egyetlen reakciót sem tar­
talmazó üres összetett kémiai reakciótól, ha sztochasztikus 
modelljét tekintjük. Ekkor ugyanis X darabszámának szórása 
+co-hez tart, ha az idő +°°-hez tart [49, 74. oldal] .

















Másrészt (3) indukált kinetikai differenciálegyenlete az (l) 
reakciónak is. Ez a reakció gyengén reverzibilis, konzerva­
tív és deficienciája 0; ennélfogva alkalmazható rá a zéró de- 
ficiencia tétel (2.F.6. tétel). Ezek az állitások mutatják 
meg a 3. és a 4. tétel jelentőségét a matematikus számára: 
nem ismerünk ugyanis másik olyan, nemlineáris differenciál­
egyenletekre vontakozó általános tételt, amiből a (3) egyen­
let megoldásainak a zéró deficiencia tételből eredő sajátsá­
gai egyszerűen következnének.
Ebből a példából az is kitűnik, hogy a kanonikus mecha­
nizmus nem a legegyszerűbb, és nem is minimális semmilyen 
értelemben. Legfőbb előnye, hogy gyorsan, algoritmikusán
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megkonstruálható.
Az itt felmerülő kérdések néhány csoportja:
(i) Nem túlságosan erős megszoritás-e a nemnegativ ke- 
reszthatás fennállása abban az értelemben, hogy egy vélet­
lenszerűen kiválasztott polinomiális differenciálegyenlet 
általában nem kinetikai? Egyáltalán, milyen sok kinetikai 
differenciálegyenlet van a polinomiálisok között?
(ii) Az egyszerűbb kezelhetőség kedvéért jó lenne olyan 
indukáló összetett kémiai reakciót találni, amelynek mecha­
nizmusa minimális számú komplexet, elemi reakciót, láncosz­
tályt, stb.-t tartalmaz. Milyen észszerű feltevések mellett 
létezik, illetve egyértelmű egy ilyen minimális mechanizmus?
(iii) Kereshetjük a reakciót egy adott - kémiailag fon­
tos - tulajdonsággal rendelkező reakció-osztályon belül. I- 
lyen tulajdonság lehet a (szub)konzervativitás (a kanonikus 
reakció mindig nemkonzervativ!), a (gyenge) reverzibilitás,
a deficiencia 0 volta, a V-gráf aciklikussága stb. Mikor lé­
tezik egy adott differenciálegyenlethez olyan indukáló reak­
ció, amelyik egy adott osztályba tartozik, mikor egyértelmű 
ez a reakció, vagy, ha nem egyértelmű, akkor mennyire nem?
(Ilyen feladatok megoldásához használhatók [198] ered­
ményei . )
(iv) Hasonló, de bonyolultabb problémákhoz jutunk, ha 
csak a differenciálegyenlet "lényeges" részét tekintjük.
(v) Kaphatunk-e alkalmas transzformációval nem-kineti­
kai differenciálegyenletből kinetikait?
Az alábbiakban a fenti felsorolás sorrendjének megfe­
lelően pontosan megfogalmazunk néhány olyan kérdést, amely­
re a választ is meg tudjuk adni.
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2.3.3. A kinetikai differenciálegyenletek sűrűségéről
Többféleképpen - több valóságos helyzetnek megfelelő­
en (vö.[l51, 66. old.]) - definiáljuk és kiszámítjuk annak 
a valószinüségét, hogy egy "véletlenszerűen" kiválasztott 
polinomiális differenciálegyenlet kinetikai. Legyen MG|N 
és legyen p^O (M,M )-polinom a 7. megjegyzésben megadott pa­
raméterekkel (Q : =M)I Ez a polinom - s igy a
c = P о c
differenciálegyenlet is - rögzített (^(iei* m6M*) és1 m
um (i6J*, mGM*) együtthatók és rögzített iei*,m£M*) ki- í m í m
tevővektorok esetén azonosítható az
/ 1 1 M M 4 _ 14 j TX. j . • . )Z j j . I , )Zj ' G IN Q
1 M
ponttal, ahol T: = M • V  J 6 (hl.* mmGM
11. Definíció : A fenti jelölések mellett a kinetikai 
differenciálegyenletek 1. tipusu sűrűségének nevezzük a 
következő számot:
I {x€Cy(0 , e ) ; x kinetikai}! 
l{xeCy(0,e); x polinomiális}!.
5. Tétel : A kinetikai differenciálegyenletek 1. tipusu 
sűrűsége 1.




p = lim 
e-++<=°
{ xGC-p ( 0 , e ) ; x kinetikai}!
{ xGC-p ( 0 , e ) ; x polinomi ál i s }
= lim
£-» + oo
{xEC^. ( 0 , e ) ; Vm£M*ViEJ * ( pr^ ( z™ ) E(MAV j EJ * ( itj-’-zTtz1?)!m m 1 m 1 J
{ xEC-j- ( 0 , e ) ; VmEM*Vi ,jEJ*(itj->-z?tz™)} I
= lim
e -*•+“>
П П (e-i+1 )* * mEM iEJ m
. и Г  П (e-i + 2)l
mEM I iEJu m J
M- 1
п * Г n * (e-i + 2 Л
mEM L iEJ Jm
M
= 1 im П ■»e-*-+°° mEM
e + 1 - Jm = 1 . -
e+ 1
Most térjünk át az együtthatók véletlenszerű megválasz­
tására. Legyen MEßvj és legyen most a P^O (M,M)-polinom olyan, 
hogy
m У •
prjp(c))= £ Фт c 1 (c E(RM , mEM*), 
* 1m í Elш
i- Е Н .  Ф?еа, уТе&Г, y-Vy"m_ - ,M m , mm 1 J
(i ,jEI ; i Ф j , mEM ) m
ahol
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Ez a polinom - s igy a
с = P о с
differenciálegyenlet is - rögzitett kitevővektorok esetén 
azonositható az
• = (Ф 1 ФЧх. 9*0*5 T M , M 4^Ф „ )e
'M
ponttal, ahol
T: = £ leüti .
*  mmGM
12. Definíció : A fenti jelölések mellett, és feltéve,*hogy a kitevovektorok közül UGTq számúra teljesül, hogy
(11) pr (y1!1) = 0, m í
a kinetikai differenciálegyenletek 2. tipusu, feltételes 
sűrűségének nevezzük a
„ X ( { xGS ( 0 , e ) ; x kin et ikai , U s z ámu kitevőre tel jesűl( 1 1 )j
Py:=lim — ---------------------------------------------------- —
e-* + °° XT ( S T ( 0 , e ) )
számot.
1. Lemma : Legyen TG (fj , UGT*. Azon kinetikai différend------- О
álegyenletek 2. tipusu, feltételes sűrűsége, amelyeknél U 
számúra teljesül (11):
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Bizonyítás : Legyen i^,i2,...,iyGT páronként különböző. 
Akkor szimmetriaokok miatt
X ({xGS (0,e); x. ,x. ,...,x. G[£ + })
(12)  ----------------- 1 _  = 1 .
\T (ST (Ofe)) 2
tehát a (12) baloldalán álló tört határértéke is — ha
Py értéke tehát kizárólag U-tól függ. Ezt a számot te­
kinthetjük azon esemény feltételes valószinüségének, hogy 
egy xE 31 (TGÍNi, TáU tetszőleges, rögzített szám) pont ki­
netikai, feltéve, hogy a rögzített kitevővektorok közül U 
számúra teljesül (11). Határozzuk meg a feltételnek, vagy­
is annak az eseménynek а ^ valószinüségét, hogy U számú 
kitevővektor közül T számúra teljesül (11)!





У uGU________________  ^u
П ,(c-I. )
l£jj<...<0у£Т uGU Ju
{П [(e + 1 )e...(e-I ) ]* ШmGM 0. -
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6. Tétel : A fenti jelölések mellett
2P : £ .
u g t ’ pu Тт,и
o„ -
Az itt definiált p2 számot nevezhetjük a kinetikai 
differenciálegyenletek 2„ tipusu sűrűségének. - Az eddigi­
ekből nyilvánvaló, hogy ha a kitevővektorokat is és az 
együtthatókat is "véletlenszerűen" választjuk meg, akkor 
a kinetikai differenciálegyenletek ilymódon számított - 3. 
típusúnak nevezhető - sűrűsége szintén 0.
2.3.4. Egyértelmüségi kérdések
A (9) összetett kémiai reakció indukált kinetikai dif­
ferenciálegyenletének jobboldala a 0 (2,2)-polinom. Ez re­
verzibilis, sőt gyengén reverzibilis mechanizmus esetén nem 
fordulhat elő.
7. Tétel : Gyengén reverzibilis összetett kémiai reak­
ció indukált kinetikai differenciálegyenletének a jobbolda­
la nem lehet a 0 polinom.
Bizonyítás : Legyen az <£ , У ,& ,K> reakció sztöchio- 
metriai altere S, és legyen e mechanizmus indukált kineti­
kai differenciálegyenlete
c = P о c .
Akkor [72, 90. old.]
S': = span (Up ) = S ,
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vis z ont dim SSl miatt S' nem állhat csak a 0 vektorból.-
6. Példa : A
és az
X + Y ф  2 X 2 Y
összetett kémiai reakció indukált kinetikai differenciál­
egyenlete egyaránt:
• • 2 2X = -y = -3x + xy + 2y
Ez a példa azt mutatja, hogy az viszont nem igaz, hogy 
egy kinetikai differenciálegyenletet csak egy összetett ké 
miai reakció indukálhat (vagy: csak azonos mechanizmusuak 
indukálhatnak), még a reverzibilis és konzervatív reakciók 
osztályán belül sem. A reverzibilitást és a konzervativi- 
tást további tulajdonságokkal kiegészítve már kaphatunk e- 
légséges feltételt az egyértelműségre [140].
2.3.5. Elégséges feltétel nulla deficienciáju indukáló ösz- 
szetett kémiai reakció létezésére
13. Definíció : [174]: Az <§, > mechanizmus általa
nositott re ke szrendszeг, ha
(i) VmGS 3 ! y(m)6T: m6supp y(m) 
és
(ii) VyesIsupp у Iáí.
-so­
il. Megjegyzés : Más szavakkal: minden komponens (itt 
azt is szokás mondani, hogy: rekesz) pontosan egy komplexben 
szerepel és minden komplex legfeljebb egy komponenst tartal­
maz, az elemi reakciók tehát csak az alábbi tipusok valame­
lyikébe tartozhatnak:
к .
(13) m ím 1Уу соm
(14)
кm от о,Y G)J m
(15)
к„ от т 0 - у “т’
ahol m ,ie£; m^i ш; у ,
m-edik eleme :
m
c o ( m ' ) : = ô  , (m,m' ,m m m
és y°: = 0. Itt y(m):=ym om és y(o):=y° és az M+l-edik y° 
komplexet nulladiknak tekintjük.
Ha egy általánosított rekeszrendszerben csak (13) ti- 
pusu reakciók vannak, akkor az zárt, ha vannak benne (14), 
illetve (15) tipusuak is, akkor szigorúan félig nyilt, il­
letve szigorúan nyilt.
Az általánosított rekeszrendszer fogalmából úgy ju­
tunk a re keszrendszer széles körben elterjedt (lásd például 
[87, 88, 102, 211]) fogalmához, ha kikötjük, hogy minden 
komplex hossza legfeljebb 1.
8. Tétel : [174]: Általánosított rekeszrendszer defici-
enciája 0.
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Bizonyitás: Tegyük fel először, hogy a láncosztályok 
száma 1. Ekkor a sztöchiometriai tér dimenziója megegyezik 
egy, az FHJ-gráfot kifeszito fa éleinek számával, ha tehát 
a komplexek számát N jelöli, akkor N-l-gyel, igy tehát 
6=N-1-(N-1)=0.
Az általános esetben legyen a láncosztályok száma LG[hJ ,
■X*és legyen az £-edik (£eL ) láncosztályban lévő komplexek 
száma N^. Ekkor az S sztöchiometriai tér az S]5S2 ,...,S^ 
alterek direkt összege, ahol az indexezés úgy választható, 
hogy dim = N^-l álljon. Ennélfogva
N = £ , dim S = £ dim S^,
l e L* l e L*
és igy 6 = 0 . -
12. Megjegyzés : Ha egy általánosított rekeszrendszer
V-gráfjának többszörös éleit egyszeresekkel helyettesit­
jük, akkor lényegében éppen az FHJ-gráfját kapjuk. Azt 
mondhatjuk tehát, hogy a gráf szerkezetét tekintve két 
szélsőséges esetben tudjuk biztosan, hogy a reakció "sza­
bályosan" viselkedik: a gyengén reverzibilis esetben (a 
8. tétel és a 2.F.6. tétel alapján) és az aciklikus eset­
ben (a 2.F.5. tétel alapján).
13. Megjegyzés : A 8. tétel bizonyításában csak azt 
használtuk ki, hogy a komplexek - eltekintve az esetleg e- 
lőforduló üres komplextől - lineárisan függetlenek, v.ö.
[99, 95. old.]. Ennek egy elégséges feltétele az, hogy
( 16 ) <y';y> = 0
minden (y ' ,y )e^ esetén (ahol <•;•> az IR -beli skalárszor- 
zatot jelöli); ( 16 ) pedig éppen az autokataIizis és az 
a utóînhibic ió (vö. [18] ) egy speciális fajtájának kizárá­
sát jelenti.
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14. Megjegyzés ; A háromféle tipusu általánosított re­
keszrendszer indukált kinetikai differenciálegyenlete (2) 
vagy (4) specializálásával:
(i) zárt általánosított rekeszrendszeré:
( 1 7 )  c . ( t )  = ( -  £  к  . . ) y 1 ( c . ( t ) ) y  + y 1 £  к  ( c . ( t ) ) y
1 jGM J1 1 jGM 1J J
(ii) szigorúan félig nyilt általánosított rekeszrend­
szeré :
(18) c .(t )=(- £ k..)y1 (e.(t))y +У1 £ k..(c.(t))y
1 jGM J1 1 jGM 1J Jо
( 3iGM* , к . G R + ) , oi
(iii) szigorúan nyilt általánosított rekeszrendszeré:
(19) c.(t )=(- £ k..)yi(c.(t))y + у1 £ k..(c.(t))y + _^
1 j GM* J1 1 j GM* 1J J 10
( 3 i GM* : k. G (R+ ) ,1 О
ahol mindvégig:
iGM*, t€JDc, k.. G (R^y3 G К  , ( i , j G M*).
15. Megjegyzés: Személetesen: zárt az általánosított re­
keszrendszer, ha a külvilágból nem lép be anyag a rendszer­
be, és a külvilágba nem lép ki anyag a rendszerből. Szigo­
rúan félig nyilt általánosított rekeszrendszerbe nem kerül 
anyag a külvilágból, de a rendszerből távozik anyag a kül­
világba. Szigorúan nyilt általánosított rekeszrendszerbe
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lép be anyag a külvilágból, és a rendszerből távozhat anyag 
a külvilágba.
Most megmutatjuk, hogy ha egy kinetikai differenciál­
egyenlet jobboldala egyváltozós egytagok összege, akkor 
- egy kiegészítő feltétel teljesülése esetén, és csak ak­
kor - az egyenlethez létezik nulla deficienciáju indukáló 
mechanizmus (t.i. általánosított rekeszrendszer).
9. Tétel : A
a. b.GlR) akkor és csak akkor létezik M rekeszből állóij 1(i) zárt,
(ii) szigorúan félig nyilt, illetve
(iii) szigorúan nyilt
indukáló általánosított rekeszrendszer, ha




( i ü )
(23) b.
(mindvégig i,j6M i^j ) .
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Bizonyitás: A feltételek szükségessége következik a
(17)— (19) egyenletek alakjából. Elégségességük bizonyításá­
ra megszerkesztünk egy-egy indukáló általánosított rekesz­
rendszert. Ez az általánosított rekeszrendszer általában 
különbözni fog a (20)-hoz rendelt kanonikus összetett ké­
miai reakciótól.
Legyen a konstruálandó mechanizmusnak M komponense, 
legyen és legyenek a komplexek:
y(m) : = yme (mGM* ) .m
M(ahol e ÍR természetes bázisának m-edik eleme), és - aIÏ1
(ii) és (iii) esetben - 
y ( 0 ) : = 0 .
Legyenek az elemi reakciók
(24) y°e .
a../у1
у e. ,J 1
3,
(25) yJe. ---J--- 0,
Ъ . /у1
(26) 0 — ------ y1 e . ( i , j GM* , i^j),
ahol a megfelelő sebességi állandókat az elemi reakciókat 
jelképező nyíl fölé irtuk. (24 )-(26 ) természetesen úgy ér­
tendő, hogy ha egy elemi reakció sebességi állandója 0, ak­
kor az el is hagyható.
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Az igy definiált összetett kémiai reakció az (i) eset­
ben zárt, a (ii) esetben szigorúan félig nyilt, a (iii) e- 
setben pedig szigorúan nyilt általánosított rekeszrendszer, 
indukált kinetikai differenciálegyenlete pedig nyilvánvaló­
an éppen (20 ).-
Megadtuk tehát annak szükséges és elégséges feltételét, 
hogy mikor létezik a (20) differenciálegyenlethez indukáló 
általánosított rekeszrendszer. Bizonyos, nem lényegesen kü­
lönböző általánosított rekeszrendszereket, illetve diffe­
renciálegyenleteket érdemes azonban azonosaknak tekinteni. 
Ezt fogjuk tenni a következő pontban, s igy megoldunk egy, 
a 2.3.2. pontban megfogalmazott, (iv)-hez tartozó problémát.
2.3.6. Általánosított rekeszrendszerek inverz feladatáról
Szükségünk van néhány további definícióra és lemmára. 
(Itt igyekszünk követni a [183] dolgozat szerkezetét; az 
itt következő eredmények az ottaniak általánosításai.)
2.3.6.1. Ekviva lens általánosított rekeszrendszerek és ek­
vivalens differenciálegyenletek
14. Definíció : Egy általánosított rekeszrendszer mGíS 
komponensét, amelyre
(i) k. =0(iGM ), az általánosított rekeszrendszer el-ím о
sôrendü végpontjának nevezzük, és az ilyenek számát R - 
gyei jelöljük;
(ii) к G (R+, az általánosított rekeszrendszer másod­om
rendű végpontjának nevezzük, és az ilyenek számát ^ “k i ­
jelöljük ;
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(iii) к G |R+, a rekeszrendszer belépési pontjainak mo
nevezzük, és az ilyenek számát R^mal jelöljük. (Most a 
11. Megjegyzéshez hasonlóan y(m)-nek azt a komplexet ne­
vezzük, amelyik éppen az m komponenst tartalmazza, y(o) 
pedig az üres komplex. )
16. Megjegyzés : Nyilvánvaló, hogy Rjegyenlő а К mát­
rix nulla oszlopvektorainak számával, R ^ egyenlő К nulladik 
sora pozitiv elemeinek számával, és egyenlő К nulladik 
oszlopa pozitiv elemeinek számával.
15. Definíció : Egy áI faiánosifőtt rekeszrendszer mag­
ja az az általánosított rekeszrendszer, amelyet az erede­
tiből az összes elsőrendű végpont elhagyásával kapunk, az­
az az elemi reakciókban az összes elsőrendű végpont helyé­
be az üres komplexet Írjuk.
16. Definíció: Egy (20) alakú differenciálegyenlet 
magja az a differenciálegyenlet, amelyet az ( a _ b  
mátrix nulla oszlopaival azonos indexű változók elhagyá­
sával nyerünk.
3. Lemma : Egy általánosított rekeszrendszer magjának 
differenciálegyenlete magja az általánosított rekeszrend­
szer differenciálegyenletének.-
Két ekvivalenciarelációt definiálunk:
17. Definíció : Két (20) alakú differenciálegyenletet
(két általánosított rekeszrendszert) ekvivalensnek nevezünk, 
ha magjuk azonos.
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4. Lemma ; Tekintsünk egy M rekeszből álló, zárt általá­
nosított rekeszrendszert, amelyben Rj számú elsőrendű vég-
pont van! Ehhez C 1) számú olyan, vele ekvivalens, szigorú­id Ian félig nyilt általánosított rekeszrendszer létezik, ame- 
lyet az eredetiből K x számú,(Ki£Ri) elsőrendű végpont elha­
gyásával kapunk. (Egy komponens elhagyásán az őt tartalmazó 
komplexnek az üres komplexszel való helyettesitését értjük.) 
Az uj általánosított rekeszrendszer indukált kinetikai dif­
ferenciálegyenletének jobboldala egy (M-K]5 M-К^)-polinom.
Bizonyítás : Ha egy zárt általánosított rekeszrendszer 
elsőrendű végpontját elhagyjuk, az eredetivel ekvivalens, 
szigorúan félig nyilt általánosított rekeszrendszert ka- 
punk. Az Rj számú elsőre dü végpont közül 1)-féleképpen 
választhatjuk ki a K a számú elhagyandó végső rekeszt.-
5. Lemma : Tekintsünk egy M • .készből álló szigorúan 
félig nyilt általánosított rekes*.rendszert, amelyben R2 
számú másodrendű végpont van! Ehhez
(27) f (r 2,k 2 ) = E
k£K^




számú olyan, vele ekvivalens, zárt általánosított rekesz­
rendszer létezik, amelyet az eredetiből úgy kapunk, hogy a 
másodrendű végpontokat elsőrendű végpont hozzátételével meg­
szüntetjük összesen K2 fajta további rekesz felhasználásá­
val. Az uj általánosított rekeszrendszer indukált kinetikai 
differenciálegyenletének jobboldala egy (M+K2,M+K2)-poli-
nom.
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Bizonyitás ; K2 számú rekeszt kell hozzáillesztenünk R2 
számú másodrendű végponthoz úgy, hogy mindegyik rekeszt fel­
használjuk. A logikai szitaformulát fogjuk alkalmazni a lem­
ma bizonyítására. (Lásd például [131, 2.2.(b) Feladat].) 
Legyen S bizonyos objektumok véges halmaza, és (egy rögzí­
tett k£[^ J mellett) T ,T,.... T CS tulajdonságok (azaz, ha1 Z. K.*s£T\, i6k , akkor azt mondjuk, hogy s rendelkezik az i-edik 
tulajdonsággal). Legyen tetszőleges A c S  esetén Ä := S^a . 
Ekkor
(28) I П 
6k
T .1 I = Is I- E i t . i + i£k* X £  I t . п т  . I i,j£k 1 J 
i^ű
.. .+(-1 )k i П T . I .
i€k 1
Tekintsük most az M rekesztből álló szigorúan félig nyilt 
rendszert! Kiszámítjuk azon esemény F(R2,K2)-vel jelölt 
gyakoriságát, hogy az R2 számú másodrendű végpont minde­
gyikéhez illesztünk rekeszt, és mind a K2 fajta uj rekeszt 
felhasználjuk. Legyen a szitaformulában szereplő S halmaz 
azon általánosított rekeszrendszerek halmaza, amelyekben 
az R2 számú másodrendű végpont közül bizonyosakhoz hozzá­
illesztettünk a K2 számú uj rekesz közül bizonyosakat. Mond­
juk azt, hogy egy általánosított rekeszrendszer rendelkezik 
az i-edik tulajdonsággal (vagy: eleme T^-nek), ha az összes 
másodrendű végpontjához illesztettünk uj rekeszt, de csak 
К2 — 1 számú uj rekeszt használtunk fel, az (M+i)-ediket nem. 
Ekkor
r 2(29) F(R ,K )= I n T |=K - E » IT.I+ E JT.DT.I-2 2 íek! 1 2 i£K* 1 i,j(EK* 1 J
j




(30) i n  T.
jek j
és itt a jobboldal értéke csak k-tól függ. Ha (29)-et és 
(30)-at összevetjük, akkor egyszerű átalakítások révén (27)- 
hez juthatunk.-
17. Megjegyzés ; (27) speciális esete a következő össze­
függés (vö. [131, 2.4. Feladat]):
számú olyan, vele ekvivalens, szigorúan félig nyilt általá­
nosított rekeszrendszer létezik, amelyet úgy kapunk, hogy 
K 1 elsőrendű végpontot elhagyunk, és K 2 uj rekeszt illesz­
tünk J számú rögzített másodrendű végponthoz. Az uj általá­
nosított rekeszrendszer indukált kinetikai differenciálegyen­
letének jobboldala egy (M+K2-Kx,M+K2-Kx)- polinom.
Bizonyítás : Az állítások KxG(M esetén az előző két lem- 
mából következnek. Ha Kx=0, vagyis, ha egyetlen rekeszt sem 
hagyunk el, akkor JáR2-l, mivel, ha ugyanakkor J=R2 volna, 
azaz minden másodrendű végponthoz illesztenénk uj rekeszt, 
zárt általánosított rekeszrendszert kapnánk. Az eredeti és 
az uj általánosított rekeszrendszer magja közös, tehát ekvi­
valensek . -
6. Lemma : Tekintsünk egy M rekeszből álló, szigorúan 
félig nyilt általánosított rekeszrendszert, amelyben R. 
számú i-edrendü végpont van (i =1 , 2 ; R^GMq )! Ehhez
(*|) (*2) F (J,K 2)
(K16(R1)*; JG[R2-(l-signK])]*; K 2e J * )
-60-
7. Lemma ; Tekintsünk egy H rekeszből álló, szigorúan 
nyilt általánositott rekeszrendszert! Legyen
К G(R )*; JGR*; K.GJ*,1 1 о L
és jelentésük legyen ugyanaz, mint az előzőekben! Ekkor lé­
tezik hozzá
R 1 R2
(Kt) (j ) F ( J » К 2 )
számú, vele ekvivalens, szigorúan nyilt általánositott re­
keszrendszer, amelynek indukált kinetikai differenciálegyen 
lete jobboldalán (М+Кг-Кх ,M+1<2-K1 )-polinom áll.
Bizonyítás : Az állitás az előző lemmákból következik.
А Кх=0, J=R2 esetet most nem kell kihagynunk, mert egy szi­
gorúan nyilt általánositott rekeszrendszer akkor is szigo­
rúan nyilt marad, ha másodrendű végpontjainak számát 0-ra 
csökkentjük.-
8. Lemma : Tegyük fel, hogy az előző négy lemma megfe­
lelő feltételei teljesülnek egy zárt, szigorúan félig nyilt 
illetve szigorúan nyilt általánositott rekeszrendszerre! 
Ekkor K l5 K 2, illetve J összes lehetséges értékére egy M 
rekeszből álló
(i) zárt általánositott rekeszrendszerből összesen 
ECRi) := 2Rl_1
számú olyan szigorúan félig nyilt általánositott rekesz­
rendszert ;
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(ii) szigorúan félig nyilt általánosított rekeszrend­
szerből összesen
6 (R2) := E „ F(R2,K2)
K.26R2
számú olyan zárt általánosított rekeszrendszert;
(iii) szigorúan félig nyilt általánosított rekeszrend­
szerből összesen
H(Rl5R2) ;= 2Rl E fR2)G(J) - G(R2)
JGR* J
számú, olyan szigorúan félig nyilt általánosított rekesz­
rendszert;
(iv) szigorúan nyilt általánosított rekeszrendszerből 
összesen
J(Rl5R2) := H(R!,R2)+G(R 2) = 2Rl E J Í 2)G(J)
J6R* ü
számú, olyan szigorúan nyilt általánosított rekeszrendszert 
kaphatunk, amely ekvivalens az eredetivel.
Bi zonyí tás :
(i) A 4. lemmát alkalmazva kapjuk:
E(Ri)= E „ ( Î 1) = 2R 1- 1 . - 
KxGRÏ Kl
(ii) összegezzük az 5. lemmában kapott eredményt K2 
összes lehetséges értékére.
(iii) összegezzük a 6. lemmában kapott eredményt, és 
vegyük figyelembe, hogy ha К г=0, akkor JáR2-l:
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£ Е Е  (j2)(^)F(j,K2)-G(R2) =
К 1G(R 1) JER2 K 2 EJ о
= £ £ g (j ) (J2)(J;) - g (r2) =
K1 6(R 1 ) J(ER 2 x о
= 2R1 £ (R2)G(J) - G(R2) .-
_ _ * u J6R2
( í v )  Összegezzük a 7. lemmában kapott eredményt:
L,
. G ( R 1
£ £
) J 6 R 2 K 2 GJ (K î)(J 2) f (j ’k 2) = 2Rl £
* J 2)g (J).-
j g r2 j
18. Megjegyzés: Másféle átmenet az általánosított re­
keszrendszerek különféle tipusai között nincs, tehát pél­
dául szigorúan nyiltból nem kaphatunk vele ekvivalens zár­
tat , s . i . t .
2.3.6.2, indukáló ekvivalens általánosított rekeszrendszerek
• 3 Z d ГП f a ' rJS ci
Megtettük a szükséges előkészületeket ahhoz, hogy vá­
laszoljunk arra a kérdésre, hogy a (20} differenciálegyen­
lethez hány olyan általánosított rekeszrendszer van, amely­
nek "lényegében" ez az indukált kinetikai differenciálegyen­
lete .
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1 0 .  T é t e l  : T e g y ü k  f e l ,  h o g y  a  ( 2 0 )  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  
j o b b o l d a l á n  s z e r e p l ő  e g y ü t t h a t ó k r a  t e l j e s ü l  ( 2 1 ) !  E k k o r  a
9 .  T é t e l  b i z o n y í t á s á b a n  d e f i n i á l t ,  M r e k e s z b ő l  á l l ó  á l t a l á -  
n o s i t o t t  r e k e s z r e n d s z e r e n  k i v ü l  m ég 2 X- 1  o l y a n  s z i g o r ú a n  
f é l i g  n y i l t  á l t a l á n o s í t o t t  r e k e s z r e n d s z e r  l é t e z i k ,  a m e ly
-X-
M - K j  ( K ^ R j )  r e k e s z b ő l  á l l ,  é s  a m e l y n e k  i n d u k á l t  k i n e t i k a i  
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e  e k v i v a l e n s  a z  e r e d e t i  d i f f e r e n c i á l e ­
g y e n l e t t e l  .
B i z o n y í t á s  : Az á l l í t á s  a 9 .  t é t e l  ( i )  p o n t j á b ó l ;  a 8 .  
le m m a  ( i )  p o n t j á b ó l  é s  a  1 7 .  d e f i n í c i ó  f e l h a s z n á l á s á v a l  -  
a  3 .  l e m m á b ó l  k ö v e t k e z i k . —
1 1 .  T é t e l  ; T e g y ü k  f e l ,  h o g y  a ( 2 0 )  d i f f e r e n c i á l e g y e n ­
l e t  j o b b o l d a l á n  s z e r e p l ő  e g y ü t t h a t ó k r a  t e l j e s ü l  ( 2 2 ) !  E k k o r  
a  9 .  t é t e l  b i z o n y í t á s á b a n  d e f i n i á l t ,  M r e k e s z b ő l  á l l ó  á l t a ­
l á n o s í t o t t  r e k e s z r e n d s z e r e n  k i v ü l  m ég G ( R 2 ) s z á m ú  o l y a n
^  *
z á r t  á l t a l á n o s í t o t t  r e k e s z r e n d s z e r  l é t e z i k ,  a m e l y  M + K 2 ( K 2£ R 2 ) 
r e k e s z b ő l  á l l ,  é s  a m e l y n e k  i n d u k á l t  k i n e t i k a i  d i f f e r e n c i á l ­
e g y e n l e t e  e k v i v a l e n s  a z  e r e d e t i  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t t e l .
B i z o n y í t á s  ; A z  á l l í t á s  a 9 .  t é t e l  ( i i )  p o n t j á b ó l ,  a 8 .  
l e m i r a ( i i )  p o n t j á b ó l ,  é s  -  a  1 7 .  d e f i n í c i ó  f e l h a s z n á l á s á v a l  -  
a  3 .  l e m m á b ó l  k ö v e t k e z i k .  -
1 2 .  T é t e l  : T e g y ü k  f e l ,  h o g y  a ( 2 0 )  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  
j o b b o l d a l á n  s z e r e p l ő  e g y ü t t h a t ó k r a  t e l j e s ü l  ( 2 2 ) !  E k k o r  a
9 .  t é t e l  b i z o n y í t á s á b a n  d e f i n i á l t ,  M r e k e s z b ő l  á l l ó  á l t a l á ­
n o s í t o t t  r e k e s z r e n d s z e r e n  k i v ü l  még H ( R l 5 R 2 ) s z á m ú  o l y a n  
z á r t  á l t a l á n o s í t o t t  r e k e s z r e n d s z e r  l é t e z i k ,  a m e l y  М + К 2 - К !
* -X- -(KjGÍRj) , K2GR2) rekeszből áll, és amelynek indukált kine­
tikai differenciálegyenlete ekvivalens az eredeti differen­
ciálegyenlettel .
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B i z o n y i t á s : Az á l l i t á s  a 9 .  t é t e l  ( i i )  p o n t j á b ó l ,  a  8 .  
le m m a  ( i i i )  p o n t j á b ó l ,  é s  -  a  1 7 .  d e f i n c i ó  f e l h a s z n á l á s á v a l  
-  a  3 .  l e m m á b ó l  k ö v e t k e z i k .
1 3 .  T é t e l  : T e g y ü k  f e l ,  h o g y  a  ( 2 0 )  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  
j o b b o l d a l á n  s z e r e p l ő  e g y ü t t h a t ó k r a  t e l j e s ü l  ( 2 3 ) !  E k k o r  a  9 .  
t é t e l  b i z o n y í t á s á b a n  d e f i n i á l t ,  M r e k e s z b ő l  á l l ó  á l t a l á n o s í ­
t o t t  r e k e s z r e n d s z e r e n  k i v ü l  még J ( R l 5 R 2 ) s z á m ú  o l y a n  z á r t
á l t a l á n o s í t o t t  r e k e s z r e n d s z e r  l é t e z i k ,  a m e l y  M +K 2 - K !*
( K 1e ( R 1 ) Q , K 2 GR2 ) r e k e s z b ő l  á l l ,  e s  a m e l y n e k  i n d u k á l t  k i n e ­
t i k a i  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e  e k v i v a l e n s  a z  e r e d e t i  d i f f e r e n ­
c i á l e g y e n l e t t e l  .
B i z o n y i t á s  : Az á l l i t á s  a 9 .  t é t e l  ( i i i )  p o n t j á b ó l ,  a 
8 .  lem m a ( i v )  p o n t j á b ó l ,  é s  -  a  1 7 .  d e f i n í c i ó  f e l h a s z n á l á ­
s á v a l  -  a 3 .  l e m m á b ó l  k ö v e t k e z i k . —
2 . 3 . 6 . 3 .  P é l d á k
7 .  P é l d a  : T e g y ü k  f e l ,  h o g y  i l l e s z t é s  e r e d m é n y e k é p p e n  
a z  a l á b b i  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t  k a p t u k  [ 1 0 4 ,  2 6 6 .  o l d . ] :




■P2 C , + P j c 2 
P2ci - (P1+P3)c2
P 3 C2 "  P 4 C 3
C 4 = P 4 C 3
E h h e z  a  9 .  t é t e l  a z  a l á b b i  z á r t  r e k e s z r e n d s z e r t  r e n d e ­
l i




I t t  M= 4 é s  R j  = 1 .  ( 3 3 ) - b ó l  2 * - 1  = 1 s z i g o r ú a n  f é l i g  n y i l t  r e ­
k e s z r e n d s z e r  n y e r h e t ő :
P? p 3
( 3 4 )  e 1 ^ = = S  e 2 ------e 3 -------------.
P 1
A ( 3 2 )  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  m a g ja  a z  e l s ő  h á r o m  ( s k a l á r ) 
e g y e n l e t b ő l  á l l ,  a  ( 3 3 )  r e k e s z r e n d s z e r  m a g ja  a  ( 3 4 )  r e k e s z ­
r e n d s z e r  .
8 .  P é l d a  : T e k i n t s ü k  a z  a l á b b i  s z i g o r ú a n  f é l i g  n y i l t  
á l t a l á n o s í t o t t  r e k e s z r e n d s z e r t :
e * —  2 e  <í—  3 e „ < —  4 e  — ;► 3 e   *  2 e  ,
1 . 2 3 4 j 5 6
(35) \ /  I
0 e 7
a h o l  R j =2 , R 2 = 2 .  A z o n  s z i g o r ú a n  f é l i g  n y i l t  á l t a l á n o s í t o t t  
r e k e s z r e n d s z e r e k  s z á m a ,  m e l y e k  Kl5 é s  J k ü l ö n b ö z ő  é r t é ­
k e i  m e l l e t t  ( 3 5 ) - t e l  e k v i v a l e n s e k ,  a z  1 .  t á b l á z a t b a n  t a l á l ­
h a t ó  .
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K 1 K 2
J
E k v i v a l e n s  s z i g o r ú a n  f é l i g  
n y i l t  á l t a l á n o s i t o t t  
r e k e s z r e n d s z e r e k  s z á m a
0 1 1 Ф ( q ) F ( 1 / l ) = 2
1 1 1 Ф ( ^ ) F ( 1 , 1 ) = 4
1 1 2 Ф ф г ( 2 , 1 ) = 2
1 2 2 Ф ф г ( 2 , 2 ) = 4
2 1 1 Ф ( ^ ) F ( 1 , 1 ) = 2
2 1 2 Ф ф р ( 2 , 1 )  =  1
2 2 2 Ф ( 2 ) F ( 2 , 2 ) =2
1 .  T Á B LÁ Z A T
Ö s s z e s e n
H ( 2,2 )
J= 1
(j)G(J) - G ( 2) 1 7
( 3 5 ) - t e l  e k v i v a l e n s  s z i g o r ú a n  f é l i g  n y i l t  á l t a l á n o s i t o t t  r e ­
k e s z r e n d s z e r  l é t e z i k .
9 .  P é l d a  : T e k i n t s ü k  e z t  a  s z i g o r ú a n  n y i l t  á l t a l á n o s i ­




a h o l  R i = 2 ,  R 2 = 2 ,  R 3 = l .  E z ( 3 5 ) - t 5 1  c s a k  a b b a n  k ü l ö n b ö z i k ,  
h o g y  b e l é p é s i  p o n t j a  é s ,  h o g y  m á s o k  a  k o m p l e x e k .  E z é r t  
a  v e l e  e k v i v a l e n s  s z i g o r ú a n  n y i l t  á l t a l á n o s í t o t t  r e k e s z ­
r e n d s z e r e k  a z  1 .  t á b l á z a t b ó l  ö s s z e s z á m o l h a t o k ,  d e  m i v e l  
v a n  e g y  b e l é p é s i  p o n t j a  i s ,  e z é r t  a z  e d d i g i e k h e z  t o v á b b i  
e k v i v a l e n s  á l t a l á n o s í t o t t  r e k e s z r e n d s z e r e k  j á r u l n a k .  A 
K ^ O ,  K 2= l  , J =  2 e s e t b e n  t o v á b b i  e g y ,  а  К х = 0 ,  K 2 = 2 ,  J  = 2 
e s e t b e n  t o v á b b i  k é t  r e k e s z r e n d s z e r .  í g y  ö s s z e s e n
17 + 3 = 20 = J ( 2 , 2  ) = H ( 2 , 2  ) + G ( 2 )
s z á m ú ,  ( 3 6 ) - t a l  e k v i v a l e n s  s z i g o r ú a n  n y i l t  á l t a l á n o s í t o t t  
r e k e s z r e n d s z e r  l é t e z i k .
K í v á n a t o s  l e n n e  r e k e s z r e n d s z e r e k  e s e t é b e n  a n n a k  a m e g ­
v i z s g á l á s a ,  h o g y  h o g y a n  v á l t o z n a k  a z  i t t e n i  e r e d m é n y e k ,  h a  
l é n y e g e s  r é s z n e k  n e m  a z  i t t  d e f i n i á l t  m a g o t ,  h a n e m  a v e z é ­
r e l h e t ő  é s  m e g f i g y e l h e t ő  r é s z t  t e k i n t e n é n k  [ ( l á s d  p l .  [ 3 6 ] )
A k ö v e t k e z ő k b e n  a z t  v i z s g á l j u k ,  h o g y  m i l y e n  m ó d o n  l e ­
h e t ,  i l l e t v e  m i l y e n  m ó d o n  nem  l e h e t  e g y  p o l i n o m i á l i s , nem ­
k i n e t i k a i  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t b ő l  k i n e t i k a i t  k a p n i .
2 . 3 . 7 .  T r a n s z f o r m á l t  k i n e t i k a i  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k
E l ő s z ö r  k i m o n d u n k  e g y  ö n m a g á b a n  i s  f o n t o s  s e g é d t é t e l t ,  
a n n a k  a V o l p e r t t ő l  e r e d ő  á l l í t á s n a k  a  m e g f o r d í t á s á t ,  a m e l y  
s z e r i n t  a  k i n e t i k a i  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k  n e m n e g a t i v  k e z ­
d e t i  f e l t é t e l l e l  v e t t  m e g o ld á s a  c s a k  n e m n e g a t i v  é r t é k e k e t  v e  
h é t  f e l  ( 2 . F . 2 .  t é t e l ) .
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9 .  Lemma : L e g y e n  м е Ы ,  P ( M , M) - p o l i n o m ,  é s  t e g y ü k  f e l ,  
h o g y  a
( 3 7 )  c = P о c
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  m i n d e n  n e m n e g a t i v  k e z d e t i  f e l t é t e l l e l  
v e t t  m e g o l d á s a  c s a k  n e m n e g a t i v  é r t é k e k e t  v e s z  f e l .  E k k o r  
( 3 7 )  k i n e t i k a i .
B i z o n y í t á s  : T e g y ü k  f e l  -  a le m m a  k ö v e t k e z m é n y é v e l  e l ­
l e n t é t b e n  -  h o g y  ( 3 7 )  n e m k i n e t i k a i ,  a z a z  v a l a m e l y i k  -  p é l -  
d á u l  a z  m - e d i k  ( mGM ) -  e g y e n l e t é n e k  a  j o b b o l d a l á n  a l l n a k  
n e g a t i v  k e r e s z t h a t á s t  k i f e j e z ő  t a g o k .  T e k i n t s ü k  a
c = P o c  c ( 0 ) = 1 -  e
=M m
k e z d e t i  é r t é k  p r o b l é m á t ,  a h o l  a  t e r m é s z e t e s  b á z i s  m - e ­
d i k  e l e m e ,  j e p e d i g  a b á z i s e l e m e k  ö s s z e g e .  E k k o r  a  0 
p c n t t ó l  j o b b r a  f e l  k e l l ,  h o g y  v e g y e n  n e g a t i v  é r t é k e t ,  m i ­
v e l  d e r i v á l t j a  a  0 p o n t b a n  n e g a t i v .  —
1 9 . M e g j e g y z é s  : E z  a  g o n d o l a t m e n e t  H e a r o n , i l l e t v e  
K o r z u h i n  é s  Z s a b o t y i n s z k i j  b e v e z e t ő b e n  ( 1 . 2 .  p o n t  ) e m l i t e t t  
b i z o n y í t á s á n a k  a l a p j a .
2 0 .  M e g j e g y z é s : A n e m k i n e t i k a i  p o l i n o m i á l i s  d i f f e r e n ­
c i á l e g y e n l e t e k  t e h á t  a z z a l  j e l l e m e z h e t ő k ,  h o g y  l é t e z i k  h o z ­
z á j u k  o l y a n  n e m n e g a t i v  k e z d e t i  f e l t é t e l ,  a m e l y  m e l l e t t  a  
m e g o ld á s  v a l a m e l y i k  k o o r d i n á t á j a  f e l v e s z  n e g a t i v  é r t é k e t
i s .
M o s t  m e g m u t a t j u k ,  h o g y  a " f ü g g ő  v á l t o z ó  t r a n s z f o r m á ­
c i ó j á v a l "  k i n e t i k a i  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t  c s a k  k i n e t i k a ­
i b a ,  n e m k i n e t i k a i t  c s a k  n e m k i n e t i k a i b a  l e h e t  á t v i n n i .
1 4 .  T é t e l  : L e g y e n  MGjH , P ( M , M ) - p o l i n o m ,  é s  l e g y e n
-69-
c = P о с с ( 0 ) = D ( D e ( f R  + ) M t e t s z ő l e g e s )
о
k e z d e t i  é r t é k  p r o b l é m a  m e g o l d á s a .  T e g y ü k  f e l ,  h o g y  a
Ф б С 1 ( ( ÍR. + ) M , ( R  + ) M ) d i f f e o m o r f  s z ú r  j e k c i ó v a l  d e f i n i á l t  
о о + M
Xp :=  ф о Cp f ü g g v é n y  m i n d e n  D e( l R o ) e s e t é n  m e g o l d á s a  a z
x = Q o x  X ( 0 ) = ф ( D )
k e z d e t i  é r t é k  p r o b l é m á n a k ,  a h o l  Q ( M , M ) - p o l i n o m .  E k k o r  Q 
k i n e t i k a i .
B i z o n y í t á s  : Ha a z  á l l í t á s s a l  e l l e n t é t b e n  a z  x  = Q о x  
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  n e m k i n e t i k a i  l e n n e ,  a k k o r  l é t e z n e  o -  
l y a n  ф ^ е (  tR ^ ) M v e k t o r ,  a m i v e l  a z
x  = Q o x  x (  0 ) = ф
о
k e z d e t i  é r t é k  p r o b l é m a  m e g o l d á s á n a k  v a l a m e l y i k  k o o r d i n á t á ­
j a  n e g a t i v  l e n n e .  Ez a z t  j e l e n t e n é ,  h o g y  a
c = P o c  с ( 0 ) = ф ' ( ф ) = : Б
о
k e z d e t i  é r t é k  p r o b l é m a  m e g o l d á s á n a k  ф о k é p e  nem  
l e n n e  b e n n e  ( [R , * ) M- b e n  e l l e n t é t b e n  a z z a l ,  h o g y  $ фс (  R *  ) M • ~
A f e n t i  m ó d s z e r r e l  t e h á t  p é l d á u l  a  3 .  p é l d á b a n  m e g ­
a d o t t  L o r e n z - e g y e n l e t  nem  t r a s z f o r m á l h a t ó  á t  k i n e t i k a i v á .
2 1 .  M e g j  e g y z é s  : R ö g t ö n  k i t ű z h e t ő  h á r o m  f e l a d a t :
( i )  A f e n t i  j e l ö l é s e k e t  h a s z n á l v a :  m i l y e n  f e l t é t e l e k  
m e l l e t t  l e s z  а ( Р ф ' )  о  ф  1 f ü g g v é n y  p o l i n o m ?
( i i )  M i t  l e h e t  m o n d a n i  a z x  : = ф о с о Ф  a l a k ú  t r a n s z -  
f o r m á l t a k r ó l , a h o l  Ф a " f ü g g e t l e n  v á l t o z ó  t r a n s z f o r m á l á s á t "  
d e f i n i á l j a ?
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( i i i )  B i z o n y i t h a t ó - e  a 1 4 .  t é t e l  a  9 .  le m m a  f e l h a s z n á ­
l á s a  n é l k ü l ?  A z  M = 1 e s e t b e n  i g e n ,  a m i n t  a z t  a z  O l v a s ó  k ö n y -  
n y e n  b e l á t h a t j a .
2 . 3 . 8 .  P o l i n o m i á l i s  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k  b e á g y a z á s a  k i n e ­
t i k a i  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e k b e
Ha a 1 4 .  t é t e l b e n  s z e r e p l ő  t r a n s z f o r m á c i ó v a l  nem  i s  
k a p h a t u n k  n e m k i n e t i k a i  p o l i n o m i á l i s  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t ­
b ő l  k i n e t i k a i t ,  a z  m i n d i g  e l é r h e t ő ,  h o g y  a m e g o l d á s  k o o r ­
d i n á t a f ü g g v é n y e i n e k  s z á m á t  -  e g g y e l  -  n ö v e l v e  o l y a n  f ü g g ­
v é n y t  k a p j u n k ,  a m e l y  m á r  k i n e t i k a i  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t ­
n e k  t e s z  e l e g e t .
1 5 .  T é t e l  : L e g y e n  MGlKi . T e t s z ő l e g e s  P ( M,M ) - p o l i n o m -
+ M
h o z  é s  t e t s z ő l e g e s  D 6 ( | R  ) v e k t o r h o z  l é t e z i k  o l y a n  Q
( M + 1 ,M + 1 ) - p o l i n o m ,  h o g y  a
c = P o c  c ( 0 ) = D
k e z d e t i  é r t é k  p r o b l é m a  m e g o l d á s á t  e g y  deS^ (iR x  IR ) f ü g g v é n y ­
n y e l  k i e g é s z í t v e :
x  : = ( c , d )
a z  x e ÿ  ( (R x  (R M+ 1 ) f ü g g v é n y  a z
= x( 3 8 )  x = Q о x x  ( 0 )
о
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kinetikai d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t r e  v o n a t k o z ó  k e z d e t i  é r t é k  
p r o b l é m a  m e g o l d á s a .
2 2 .  M e g j e g y z é s  : Ha kinetikai kezdeti érték problémá­
nak e g y  k i n e t i k a i  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t r e  v o n a t k o z ó ,  n e m n e -  
g a t i v  k e z d e t i  f e l t é t e l h e z  t a r t o z ó  k e z d e t i  é r t é k  p r o b l é m á t  
n e v e z ü n k ,  a k k o r  e z e n  s z ó h a s z n á l a t t a l  é l v e  a t é t e l  b i z o n y í ­
t á s á b a n  m e g k o n s t r u á l a n d ó  k e z d e t i  é r t é k  p r o b l é m a  n e m k i n e t i ­
k a i  l e s z .  A n n á l  i n k á b b  m e g v i z s g á l a n d ó  a  k é s ő b b i e k b e n ,  h o g y  
m i l y e n  k ö v e t k e z t e t é s e k  v o n h a t ó k  l e  m é g i s  a t é t e l b ő l .
A  t é t e l  b i z o n y í t á s a  : L e g y e n  d : ©  c -*■ ÍR a k ö v e t k e z ő  
f ü g g v é n y :  d = 0 ,  d ( 0 )  = - 1 .  M i n d e n  m6M é s  m i n d e n  P ( c ) -  
b a n  ö s s z e a d a n d ó k é n t  s z e r e p l ő  - a c y  ( а € ( Я + , c G | R M , y G l M ^ ,
p r  у  = 0 )  t a g  h e l y e t t  Í r j u n k  a c y d ' - e t ,  a  t ö b b i  k i t e v ő v e k -
m
t o r t  p e d i g  a 0 s z á m  h o z z á v é t e l é v e l  e g é s z í t s ü k  k i .  A z  i g y  
d e f i n i á l t  Q p o l i n o m b a n  m á r  n i n c s  n e g a t i v  k e r e s z t h a t á s ,  é s  
x : = ( c , d )  v a l ó b a n  a z
X = Q о X x(0) = x^ =: (D,-l)
k e z d e t i  é r t é k  p r o b l é m á n a k  t e s z  e l e g e t . -
1 0 .  P é l d a :  L e g y e n  a , ß , y , 6 G i R  + ; e , s  , c  , p  6 | R + .-----  о о о о
A k k o r  a z
e 2
e = ( а - б ) е р - а е  - ( ß + т + а р  + a s  - a e  ) e + ( ß + y ) ( e  +c  )о о о о о
(39) р = -бер I —тeI+т(е^ + с^) 
е(0 ) = е о р(0) = ро
n e m k i n e t i k a i  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t r e  v o n a t k o z ó  k e z d e t i  é r ­
t é k  p r o b l é m á h o z  a 1 5 .  t é t e l  a z
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e 2
ê  =  ( o c - ô ) e p - a e  - ( ß + Y + a p  + a s  ) e + ( ß + y ) ( e  + c  )о  о  о  о
р  =  - 6 e p + y e d + Y ( e  +с )о  о
d = О
е(0) = е р (0) = р d (0) = -1 о о
k i n e t i k a i  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t r e  v o n a t k o z ó  n e m k i n e t i k a i  
k e z d e t i  é r t é k  p r o b l é m á t  r e n d e l i .  M á s r é s z t  v i s z o n t  ( 3 9 )  m eg 
o l d á s a i  a z o n o s a k  az
e  = - a e  s +  ß c + о -  6  e p
•
s  = - a e  s +  ß c
О
 • II a e  s -  ß c -  Y C +  6  e p
P = Y C -  ô  e p
e (  0  ) =  e
о
s  (  0  ) II en
O
O (  0  )  = c
k i n e t i k a i  k e z d e t i  é r t é k  p r o b l é m a  m e g o l d á s á n a k  a z  e l s ő  k é t  
k o o r d i n á t á r a  v e t t  v e t ü l e t é v e l .  F e l m e r ü l  t e h á t  a z  a -  p i l l a  
n a t n y i l a g  n y i l t  -  k é r d é s ,  h o g y  m i k o r ,  m i l y e n  f e l t é t e l e k  
m e l l e t t ,  é s  m i l y e n  a l g o r i t m u s s a l  á g y a z h a t ó  b e  e g y  n e m k i n e ­
t i k a i  p o l i n o m i á l i s  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t r e  v o n a t k o z ó  k e z d e ­
t i  é r t é k  p r o b l é m a  m e g o l d á s a  e g y  k i n e t i k a i  k e z d e t i  é r t é k  
p r o b l é m a  m e g o l d á s á b a .  ( ( 4 0 )  a  j ó l  i s m e r t  M i c h a e l i s - M e n t e n  
r e a k c i ó  i n d u k á l t  k i n e t i k a i  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e ,  l d .  p l .  
[ 3 5 ,  1 0 6 ,  1 3 9 ] . )
2 . 3 . 9 .  K i n e t i k a i  g r a d i e n s  r e n d s z e r e k
V é g e z e t ü l  a 3 .  t é t e l  a l k a l m a z á s a k é n t  m e g v i z s g á l j u k ,  
h o g y  m i  a s z e r e p ü k  a gradiens rendszereknek a  k é m i a i  r e a k ­
c i ó k i n e t i k á b a n .  Ez a f e l a d a t  a 2 . 2 .  p o n t  n y e l v é n  ú g y  f o g a l ­
m a z h a t ó  m e g ,  h o g y  Ф - n e k  m i l y e n  r é s z h a l m a z á t  k é p e z i  l e  
¥  (R xA) e g y  a d o t t  r é s z h a l m a z á r a .
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Matematikai s z e m p o n t b ó l  e z  a z é r t  é r d e k e s ,  m e r t  a  g r a d i  
e n s  r e n d s z e r e k  v i s z o n y l a g  k ö n n y e n  t a n u l m á n y o z h a t ó k  a z  e g z o ­
t i k u s  j e l e n s é g e k  s z e m p o n t j á b ó l  ( v a g y ,  h a  ú g y  t e t s z i k :  a  d i f  
f e r e n c i á l e g y e n l e t e k  k v a l i t a t í v  e l m é l e t e  s z e m p o n t j á b ó l )  á l ­
t a l á b a n  ( 1 .  p l .  [ 9 2 ,  1 9 9 .  o l d . ]  é s  s p e c i á l i s a n  a  ka+asztró- 
faelméleten b e l ü l  [ 6 3 ,  2 4 6 .  o l d . ,  1 6 9 ,  5 5 .  o l d . ] . )
Termodinamikai s z e m p o n t b ó l  a k é r d é s n e k  a z  a  j e l e n t ő s é ­
g e ,  h o g y  e g y e s  i s k o l á k  s z e r i n t  [ 4 5 ,  8 0 ]  c s a k  g r a d i e n s  r e n d ­
s z e r r e l  l e i r h a t ó  j e l e n s é g e k e t  é r d e m e s  t a n u l m á n y o z n i .  K é r d é s  
t e h á t ,  h o g y  a z  i l y e n  j e l e n s é g e k  o s z t á l y á b a  m i l y e n  f a j t a  k é ­
m i a i  r e a k c i ó k  t a r t o z n a k .
18. Definició: A
c = P о c
M M
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t e t ( PG (P” ( ÍR x (R ) f o l y t o n o s ,  MG (Ki ) gra­
diens rendszernek n e v e z z ü k ,  h a  l é t e z i k  o l y a n  V e t  (Æ)^ , IR ) 
f ü g g v é n y ,  a m e l l y e l
P = V 1 ( = gr ad V )
t e l j e s ü l .  V s z o k á s o s  e l n e v e z é s e :  p o t e n c i á l .
További előkészítő definíciókra van szükségünk.
19 . Definició : Az <$,тя > mechanizmus ke  r e s z t k a  t a  I i к us  
ha minden (у ',y)e£  elemi reakció esetén
( i )  v a g y  y ' - y G ( N ^ /
(ii) vagy Isupp yl й 1, tehát
3nEfbÍ 3mE§:y=no ,о J m
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a h o l  Q (D t e r m é s z e t e s  b á z i s á n a k  m - e d i k  e l e m e .  ( V ö .  a  1 3 .  
m u
m e g j e g y z é s s e l . )
2 3 .  M e g j e g y z é s  : E g y  k e r e s z t k a t a l i t i k u s  m e c h a n i z m u s b a n  
t e h á t  n i n c s e n  o l y a n  k é m i a i  k o m p o n e n s ,  a m e l y i k  e g y  m á s i k  f o ­
g y á s á t  o k o z n á .  S e m m i t  n e m  t e t t ü k  f e l  a  k o m p o n e n s e k  s a j á t  
m a g u k r a  g y a k o r o l t  h a t á s á r ó l .  -  D e f i n í c i ó n k  -  l e g a l á b b  i s  
s z e l l e m é b e n  -  ö s s z h a n g b a n  v a n  a k é m i a i  i r o d a l o m b a n  e l f o ­
g a d o t t  e l n e v e z é s e k k e l ,  v . ö .  [ 2 5 ] .
2 0 .  D e f i n í c i ó :  A z  < $ , Т Д . >  m e c h a n i z m u s  k a n o n i k u s á n
+ § x §
k e r e s z + k a ta ! i t i  kus , h a  m i n d e n  o l y a n  K e ( l R  ) e s e t é n ,  a m e l y  
r e
( 4 1 )  K ( y ' , y )  = 0 ,  h a  ( у ' , у ) £ 5 2 .
a z  < § ,  T , K >  ö s s z e t e t t  k é m i a i  r e a k c i ó  i n d u k á l t  k i n e t i k a i  
d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t é h e z  t a r t o z ó  k a n o n i k u s  ö s s z e t e t t  k é m i a  
r e a k c i ó  k e r e s z t k a t a l i t i k u s .
2 4 .  M e g j e g y z é s : Ha e g y  m e c h a n iz m u s  k e r e s z t k a t a l i t i k u s  
a k k o r  k a n o n i k u s á n  i s  k e r e s z t k a t a l i t i k u s ,  a z  á l l i t á s  m e g f o r  
d i t á s a  p e d i g  n y i l v á n v a l ó a n  nem  i g a z .
2 1 .  D e f i n í c i ó  : A z  < s ,  r > m e c h a n i z m u s  g y e n g é n  r e á ­
l i s ,  h a  m i n d e n  ( y ' , y ) e 5 L  e l e m i  r e a k c i ó  e s e t é n
( i ) v a g y  £  e { 0 , 1 } ,
( i i )  v a g y  I supp у I á i ,  t e h á t
3nG IW 3m6$ : y  = n o  . 
о m
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25. Megjegyzés : Nyilvánvaló, hogy
(i) az általánositott rekeszrendszerek gyengén reáli­
sak, és
(ii) a reális mechanizmusok (amelyek reaktáns komplexe 
nem hosszabb kettőnél [181, 246. old.]) egyben gyengén re­
álisak is, továbbá
(iii) a gyengén reális mechanizmusu reakciók elemi 
reakcióinak sebessége minden komponens koncentrációjának 
(külön) lineáris függvénye.
16. Tétel : Ha egy gyengén reális mechanizmusu össze­
tett kémiai reakció indukált kinetikai differenciálegyen­
lete gradiens rendszer, akkor maga a mechanizmus kanoniku­
sán keresztkatalitikus.
Bizonyítás : Legyen <§, T ,£.> egy gyengén reális mecha­
nizmus, és tegyük fel, hogy indukált kinetikai differenci­
álegyenlete gradiens rendszer, és legyen !$I = : M. Tegyük 
fel, hogy a tétel következményével ellentétben létezik o- 
lyan m,m'6M ; ésk6 |R.+ , hogy az összetett kémiai reak­
ció által indukált
c = P о c
kinetikai differenciálegyenlet m-edik sorának jobboldalán
tartalmaz egy -ke c ,n alakú tagot, ahol я c bizonyos,m m
c -tol, és c ,-tői különböző indexű koordinátái hatványa­in m
inak - esetleg üres - szorzata. Ismeretes [153, 10.35 Meg­
jegyzés], hogy - ha P=(P , , . . . , PM ) - P-hez pontosan ak­
kor létezik potenciál, ha
Э ,P = 9 P , (m,m'GM*).m m m m
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Esetünkben
9 ,P (m m ) = -ke n + m = 9 P , ( c m m
kellene, hogy teljesüljön, azaz P (c)-ben kellene, hogy
2 megy -ke n/2 alakú tag álljon. Ez viszont ellentmond a 3. 
tétel állításának. -
26. Megjegyzés : Ha egy keresztkatalitikus mechanizmus 
elemi reakciói között (i) tipusu (19. definíció) elemi re­
akciók is szerepelnek, akkor az nem konzervatív. így tehát 
eredményeink megmagyarázzák azt a [189] 31. oldalán szerep 
lő megfigyelést, amely szerint kevés alkalmazási (kémiai, 
ökológiai vagy egyéb) szempontból reális gradiens rendszer 
van, ugyanis ha egy konzervatív mechanizmusu összetett ké­
miai reakció indukált kinetikai differenciálegyenlete gra­
diens rendszer, akkor a mechanizmus csak az alábbi két 
osztály egyikébe eshet:
(i) a nem gyengén reális és nem kanonikusán kereszt- 
katalitikusak közé, vagy
(ii) az olyan kanonikusán keresztkatalitikusak közé, 
amelyek nem tartalmaznak (i) tipusu (19. definíció) elemi 
reakciókat.








27. Megjegyzés : A (ii) típusba (26. megjegyzés) tartóz 
nak a szimmetrikus К mátrixszal biró zárt rekeszrendszerek. 
Ez az állítás azért ellentétes a [24] 165. oldalán szerep­
lővel, mert definícióink különböznek. [24] második példája 
viszont egy konzervatív, nem gyengén reális, és nem kereszt 
katalitikus mechanizmusu reakció, amelynek indukált kine­
tikai differenciálegyenlete nem gradiens rendszer a mi de­
finícióink értelmében, s igy a példa állításainkkal össz­
hangban van.
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3. AZ ÖSSZETETT KÉMIAI REAKCIÓ SZTOCHASZTIKUS MODELLJE
Az összetett kémiai reakció előző fejezetben ismerte­
tett globális, folytonos idejű, folytonos állapotterü de­
terminisztikus modellje nem elegendően pontos mindenfajta 
reakciókinetikai jelenség követésére. Kis rendszerek ta­
nulmányozásánál és egzotikus je lengések (instabilitás, 
multistacionaritás, periodicitás) vizsgálatánál esetenként 
hasznosabb lehet az összetett kémiai reakció szokásosan 
használt folytonos idejű, globális sztochasztikus modell­
je, amely a reakció állapotát a valósághoz hivebben 
diszkrétnek tekinti, és figyelembe veszi a véletlen inga­
dozásokat, továbbá inkább összhangban lenni látszik a nem- 
egyensulyi termodinamika elméletével [49, 8. old.; 55, 56].
Ezt a modellt elsőként Leontovics [211] fogalmazta 
meg, majd elsősorban Delbrück [43] és Siegert [158] egy- 
egy dolgozata emlitendő meg. Igen jelentős volt az elmé­
let és az alkalmazások szempontjából is a majdnem két tu- - 
catnyi magyar szerző hozzájárulása a területhez; Rényi sok­
szor idézett [150] dolgozata volt az első, amely másodrendű 
reakció sztochasztikus modelljének teljes tárgyalását adta. 
Prékopa és munkatársai [128, 129, 147] pedig az elsők kö­
zött mutattak példát a sztochasztikus modell nemtriviális 
kémiai alkalmazásaira.
Az emlitett dolgozatokban és a jelen értekezésben tár­
gyalt sztochasztikus modellen kivül másfélék is ismertek, 
bár azok sokkal kisebb jelentőségűek. Ezekről lásd például 
[49] és [181] irodalomjegyzékét.
Másutt általában nem szerepelnek a reakciókra vonatko­
zó alábbi általános állítások, leggyakrabban csak egy-egy 
speciális összetett kémiai reakciót szoktak tanulmányozni.
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A sztochasztikus modell determinisztikussal szembeni 
előnyét illusztráló példákat a következő fejezetben fogunk 
mutatni.
3.1. A KÉTFÉLE MEGADÁS ÉS EGYENÉRTÉKŰSÉGÜK
Vezessük be a következő jelölést: tekintsük az 
<■$,& , U,ß) ,k>GÜ" V-összetett kémiai reakciót, és legyenШ
(l) ß x := {r£Ü; ß(.,r) - a ( . , r ) = x} (xGZ^).
Legyen továbbá
(2 ) RV:= I {Rx ; xG^} I •
Nyilvánvaló, hogy
(i) R'áR,
(ii) Я ХПЦХ ,=0 * ha x,x'G2^ és x^x';
(iii) U{Jlx ; xG2S} = &.
Feltehető, hogy & o = 0 itt OGZ'’.
1. Definíció : Az <á ,Я, ( a, ß ) ,k>G"lTm V-összetett kémiai
reakció (indukált) V-sztochasztikus modellje egy olyan, a
"b ^3.F.I. feltevést kielégítő Ç:Œx 1Rq -*■ (folytonos idejű, 
időben homogén, diszkrét állapotterü Markov-) folyamat, a- 
melyre
(3) j I £ k(r)ja(*’r) (j,16|N?; tfl)•Gl
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2. Definíció: Az <$ , ft, , ( a , ß ) V-összetett kémiai----------- m
reakció indukált Kurtz-féle vagy kombinatorikus V-szto- 
chasztikus modellje egy olyan, a 3.F.I. feltevést kielégi-
tő Ç : fix (R (folytonos idejű, időben homogén, diszkrétо о
állapotterü Markov-) folyamat, amelyre
(4) a : = £ k(r)[j]a ( ^ r) j ^ . )
1. Megjegyzés : A 2. Fejezettel teljesen analóg módon 
definiálható az FHJ-összetett kémiai reakciók FHJ-sztochasz 
tikus modellje, és belátható, hogy a két modell "dinamikai 
szempontból" egyenértékű, olyannyira, hogy a determiniszti­
kus modellekre vonatkozó 2.5, megjegyzés jelöléseivel kife­
jezve vEV V-sztochasztikus modellje azonos cp(v )e£ FHJ- m m
sztochasztikus modelljével, illetve fE? FHJ-sztochaszti-m
kus modellje azonos V-sztochasztikus modelljével.
Ezek alapján a továbbiakban csak sztochasztikus modellről 
fogunk beszélni, és esetenként váltogatjuk a kétféle megadá 
si módot.
Hasonló a viszony V-összetett kémiai reakciók kombina­
torikus V-sztochasztikus modellje, és FHJ-összetett kémiai 
reakciók (az eddigiek alapján könnyen definiálható) kombi­
natorikus FHJ-sztochasztikus modellje között is. Ennek alap 
ján elegendő csak kombinatorikus sztochasztikus modellről 
beszélni; ez természetesen általában különbözik a sztochasz 
tikus modelltől.
Fontos észrevenni, hogy a sztochasztikus és a kombina­
torikus sztochasztikus modellben is az infinitezimális mát­
rix elemei közül minden rögzitett j esetén csak véges
sok különbözik 0-tól.
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1. Tétel : Az <S,'3",ft,K> reakció sztochasztikus és kombi­
natorikus sztochasztikus modellje között
a j  I- “ j í  * ’  j*l)
pontosan akkor áll fenn, ha a reakció gyengén reális és 
csak (ii) tipusu (2.21. definició) elemi reakciókat tartal­
maz .
Bizonyítás : Az állitás az 1., 2., és a 2.21. definició 
közvetlen következménye, és azt jelenti, hogy a két modell 
pontosan akkor azonos, amikor az infinitezimális átmenetva- 
lószinüségek minden indexkoordinátájukban külön-külön line­
árisak. -
2. Megjegyzés: A sztochasztikus modell megadásának (de 
nem viselkedésének) könnyen áttekinthető szerkezete tette 
lehetővé összetett kémiai reakciók közelitő, majd pontos 
szimulálására alkalmas általános program Írását [53, 54,
83, 84, 160, 161, 182].
3.2. POLINOMIÁLIS ÉS KINETIKAI UGRÓ MARKOV-FOLYAMATOK
Rátérünk a 2.3. szakaszban tárgyalt direkt-inverz fel­
adatpár analógjának megfogalmazására és megoldására.
3. Definició : Legyen MGlNi . A 3.F.I. feltevést kielégi-
+ Mtő Ç : Gx IA o - OJ o folyamatot polinomiális ugró Ma г ко v-f о I у а - 
mainak nevezzük, ha létezik olyan R "GIN szám és q j , . . . , :
INJJ - (R+ ( M , 1 ) -polinom (leszűkítése!), hogy Vj,£G(N^ j Ф1 
esetén 3r" ( j , t ) G ( R ") * , amelyre
a j I = q r "  ( j , £ ) ( j ) )
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vagyis, ha az infinitezimális átmenetvalószinüségek megad­
hatók első indexük polinomjaként, minden indexpárhoz tartó 
zik egy ilyen polinom, de az ilyen polinomok száma véges.
3. Megj egyzés : Ha r" csak argumentumainak különbségé-
M +tői függ, azaz létezik r" : ^ - (R , hogy
r"(j Л )  = r ”'U-j) ( j ,-ee IN ^  j ¥ D
akkor azt mondhatjuk, hogy a folyamat állapottérben infini 
tezimálisan homogén.
2. Tétel : Tetszőleges <$,&,( a , 3 ) ,k> összetett kémiai 
reakció sztochasztikus modellje olyan állapottérben infini 
tézimálisan homogén, polinomiális ugró Markov-folyamat, a- 
melyre R"=R' (ahol R'-t (2) definiálja), s amelynél a 
q , (r'G(R') ) (M, 1)-polinom paramétereire a 2.7. megjegy­
zés jelöléseivel (a paramétereket egy további r' indexszel 
ellátva) a következők teljesülnek:
( 5 ) Q ,= r 1 X 1 ,r,-:Ir,e ^  о J 1 ,r,=o,
Ф •1 »r ' = :h , r ' eR+; y i,r' = :yi,г’^ о  <
(tehát q ,r együtthatói pozitivak, ha q ,^ 0;r
(6) ir,(j ) = T. ( j e w “ ))* ’iGI , r
továbbá, ha
(7) a.£ = qr , ( j ) ,
akkor
( 8 ) j - l ü y .
-1 9 1
/ . -T-* \(leIr .)t
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4. Megjegyzés : Tartalmilag (8) hasonlót fejez ki, mint 
a 2.3. tételben szereplő feltétel: ha egy komponens fogy egy 
elemi reakcióban, akkor kell, hogy résztvegyen benne. Ezt 
nevezhetjük sztochasztikus nemnegativ kereszthatásnak.
Bizonyítás : A tétel állitása az 1., 3. és a 2.10. defi­
níció közvetlen következménye.-
3. Tétel : Tegyük fel, hogy a Ç állapottérben infinité- 
zimálisan homogén polinomiális ugró folyamat teljesiti a 2. 
tétel feltételeit. Akkor létezik olyan összetett kémiai re­
akció, amelynek sztochasztikus modellje Ç.
5. Megjegyzés : A tétel kombinatorikus sztochasztikus 
modellre is igaz, megfogalmazásától és bizonyításától - bo­
nyolultsága miatt - eltekintünk. Az alábbiakban általában 
vagy csak a sztochasztikus, vagy csak a kombinatorikus szto­
chasztikus modellre mondjuk ki az állításokat.
Bizonyítás : Megadunk egy olyan összetett kémiai reak­
ciót, amelynek Ç a sztochasztikus modellje; ezt nevezhet­
jük a Ç-hez rendelt kanonikus reakciónak. (A konstrukciót 
a bizonyítás után egy példán szemléltetjük.)
Ha tehát ( 6) — ( 8) teljesül, akkor legyen a szerkeszten­
dő összetett kémiai reakciónak M komponense: legyen § tet­
szőleges M elemű halmaz. Legyenek az elemi reakciók:
(Az állapottérbeli infinitézimális homogenitás miatt (9) vé­




R E ir , * R' .) 
r 'e(r ' )*
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ha
,Ta.£ - q ,(j ) , akkor j-l =(l,-l) á (1,1 Г,
és, ha
a jl = 4-2^ akkor j-l =(-l,l)T á (l,l)T ,
Alkalmazzuk a 3. tétel konstrukcióját a kanonikus reakció 
megszerkesztésére. Legyen 3 := {X,Y}, és legyenek az elemi 
reakciók :
X + Y а_" 2 X
X + Y 3 , 2 Y
Könnyen látható, hogy a (9) elemi reakciókból álló összetett 
kémiai reakció sztochasztikus modellje éppen a megadott. -
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3.3, AZ ÖSSZETETT KÉMIAI REAKCIÓ SZTOCHASZTIKUS MODELLJÉRE 
VONATKOZÓ EVOLÚCIÓS EGYENLETEK
3.3.1. Az átmenetvalószinüségekre vonatkozó Kolmogorov-egyen-
Az 1. definícióból és a 3.F.I. tételből behelyettesí­
téssel kapjuk az átmenetvalószinüségekre vonatkozó Kolmo- 
gorov-egyenleteket [181, 264. old.].
4. Tétel : Az <$,&,(a ,8),k> reakció sztochasztikus mo­
delljének átmenetvalószinüségeire fennáll:
letek
• > r ) p ( + )
p./t) E E k(r)ja(-’r)
O'1- <4k e N  re! .O k-j
( 10 )
P.o(t) E k(r)£a( ■ ,r
p.,(o) = 6 .« ( j ,£eíM^).jZ jZ о
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3.3.2. Az abszolút valószínűségekre vonatkozó alapegyenlet, 
és a stacionárius eloszlásra vonatkozó egyenlet
Az 1. definícióból és a (3.F.4) képletből ismét behe­
lyettesítéssel kapjuk az alapegyenletet, a 3.F.3. tételből 
pedig a stacionárius eloszlásra vonatkozó egyenletet.
5. Tétel : Az <S ,Я,( a , 3 ) ,k> reakció sztochasztikus mo­
delljének abszolút valószinüségeire teljesül [53, 99. old.], 
hogy :
(11) P.(t)ű £« P,(t) £ k(r)£a(*’r)l e tKs тел. pо J--C
gtovábbá, ha a stacionárius eloszlást {и ; j6iHQ} jel°li, ak­
kor
(12) o = £ A Kp £ k(r)£a ( •’r)
- j
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3.3.3. A generátorfüggvényre és a momentumgeneráló függvény­
re vonatkozó egyenlet
4. Definíció : Legyen E, egy, a 3.F.I. feltevést kielé-
Mgito folyamat az X : = M  q állapottérrel. A folyamat generá­
ló rfüggvényéne к nevezzük a
G.(z,t) := £M zjP (t)
T  jelír J
képlettel definiált, a
S):= { ( z ,t ) GCMx ; I pr zl á 1, mGM* }о m
halmazon értelmezett Ç függvényt, momentumgeneráló függvé­
nyének pedig aí) halmazon definiált,
vM.(z,t):= £ exp( jT z )P . (t )
0
összefüggéssel megadottjai függvényt. (Talán nem okoz félre­
értést, hogy a Volpert-gráfot is Q -vei jelöljük.)
Mielőtt a C^-re és JA,-re fennálló egyenleteket felírnánk, 
hasznos lehet részletesen megvizsgálni egy példát. A kom­
binatorikus modellre vonatkozó adatokat egy felső К index­
szel különböztetjük meg:
2. Példa : Tekintsük az
X + Y — - 2 X X + Y — ■* 2 Y 3X + 2Y — - 2X + 3Y
összetett kémiai reakciót! Ennél
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S = { X , Y } ; &  = {1,2,3}; k(1)=а, k ( 2 ) = 3, k ( 3) =
ct(.,l) = (l,l)T а(. ,2) = ( 1 , 1 )Т a( . ,3) = (3,2)T
3(.,1 ) = (2,0 )Т 0( . , 2 ) = ( 0,2 )Т 0( . ,3) = (2,3)T
^(-1 , 1 ) Т = ^ 2,3} R' =2
aj 5 j + ( 1 » - 1 ) Т aj , j 2 = q i(j )
aj , j + ( - 1 > 1 )Т
.3.2ßj , а 2 + YJ,J 2 = g2(j)
a.£ = 0 egyébként,
11 1’ I2 2’ ^1,1 a ’ Ф 1,2 ф2,2 T ’
У, J  = ( 1 , 1 )Т , у, j2 = (3,2)Т .
Továbbá :
К
j ,j + ( 1 1 )
КI
j , j + (- 1 , 1 )
= aű j J 2 = q,(j),
= 3jJÔ2+TjJ(jJ-1 )(jj-2 ) J2(j2-l ) =
. 3 . 2  . 3 .  _ . 2 . 2= TJ]J 2“TJ jJ 2“3yj j j 2 +
+ 3yj^j2+2y jjj2+(3-2y)jjj2 = T2(j ) .
tehát
:í=1’ 12= 6 ’ < , l =a’ ^ , 2 = ^  ф2,2 = ^ ’ Ф3,2=_ЗТ’
Ф4,2=ЗТ’ Ф5,2=2т’ Ф6,2=&“2т’
К - f i  1 )Т К -г-1 К - f i  , К _ / оУ j j 9 У j 2 (3 » 2) 9 У 2 2 (3,1) 9 У3 2 (2,2)
К - И  П Т К _ / л о ^ Т К _/ , , N?
У 4 , 2  2 ’  1  ^ ’ у 5 , 2  ’ У 6 , 2   ^  ^ ’
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Legyenek a fenti 2) halmazon definiált, differenciálható
függvényeken a parciálás deriválások operátorai 9 , 9 SM
(és 9„ ,) és jelöljük q -mai és q -mai az alábbi leképezé- M+1 1 2
seket:
: ((^ K ,z,t) - az j z29 j a2C^K ( z ,t )
q2 : (C^ K ,z,t) - ßz j z29 j Э2(^К ( z ,t )+t z  ^z23 j ( z,, t ) .
A példából látható, a q és q , valamint a q2 és q2 közötti
kapcsolat. A jelen keretek között ezt nem érdemes általáno­
san definiálni. Hasonlóan, legyen
q ] : LM,K , z , t ) - a 9 j 9 ^ J^ ( z , t )
q2 : (AK ,z,t) - ß9 j Э2^ (  z ,t )+уЭ^Э2>>1^ ( z ,t ) .
Itt a kapcsolat könnyen megadható:
qj ( A K ,z,t) =[q]((91,92)T ) ](z,t ),
Éf2(AK ,z,t) = [ q2 ( ( 9 j 92)T )AK ](z,t).
(Most a qj, illetve q2 jelölést használtuk a megfelelő poli- 
nomok operátor-argumentumra való kiterjesztettjére is.)
6. Tétel: Legyen az < & ( a , ß ) ,k> reakció kombinatori-
kus (!) sztochasztikus modelljének generátorfüggvénye C ,
К * ^momentumgeneráló függvénye pedig A  ; q ,(r'E(R’) ) pedig
legyen (6)-tal - tehát a sztochasztikus modell alapján - 
definiálva. Akkor
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( 13) 9M+1(^ K( z , t ) =  E (zx ( r , ) - l ) q r , ( ^K, Z, t )
r*e(R' )*
T
(14) 3М+1Л К (z,t )= E (ex(r'} Z-1 )fr , (AK ,z,t)
r'e(R' )*
ahol q , és q , a 2. példában leirt módon származnak q ,- r ' *r ’ r
bol; x(r')62b az r'-höz tartozó megváltozás, Эм+] pedig a 
hagyományosan d/9t-vel jelölt operátor.
Bizonyítás : Az állítások skaláris esetben speciális 
esetei Bailey [22, 7. fejezet] ugró Markov-folyamatokra vo­
natkozó állításainak. Csak (l3)-at bizonyítjuk, (14) ha­
sonló módon bizonyítható.
Szorozzuk meg (11) mindkét oldalát zJ-vel és össze­
gezzük j-re. Azonos átalakításokat végezve kapjuk a követ­
kezőket :
.K,
М+Г = ZJP . ( t )J
= z<j £ ,jeiN5 teíM^0 О
- E z ^ P . ( t )J
= E k(r)
гбЦ
pj-ß( . ,r )+a(
- E z<*(. ,r )
гей.
= E k ( r ) z ^
ren
- E k(r )za( '
rejt
/ \ a(.,r)
ren a( . ,r )
ß( . ,r) j-ß( . ,r)■ z
E § k(r)[j]a( r) jGlN
. , X у J t \a( . ,r ) 
,j-a( . ,r ) _
a(.,r)^8_^a^',r')QK (z,t) =
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E * Sr 'G( R ') rG& , ,ч X ( r )
E * Er ' G ( R ') rGíl / , 4 x( r ' )
, ч а( . , г )+х(г ' ) / Э 
к (  г  ) z {-г-
а(.,г )
- Е
Г • е< R ' )
к(г )
х( г ' ) ~ /-К
а ( „ г  ) , Э  ч ° ( • ’ г )( ~ )dz
Q .J . t > z  г ^  )
( Z , t ) =
• Е #? , ( С К ^,1) =
г  ' G ( R ' ) г  «
= Е # ( z X ( r , ) - l ) q  ( C K , z , t )  . 
r ' G ( R ' )  Г *
Amint a bizonyításból kitűnik, fennáll a
К ,  , ч  V’ , / w  ß ( . , r )  а (  . , r  ) w  3 ’ , r(15) 3 С (z,t) = Е k(r)(
® rG&
- z О Z ÇK ( Z , t )
egyenlet is.
Egy további evolúciós egyenlet található a 4.1. tétel­
ben.
3.4. FELTÉTELES MOMENTUMSEBESSÉGEK
[55, 73, 163] nyomán definiáljuk az alábbi fogalmat.
+ M5. Definíció : Legyen n : fix {Rq -*-lbJQ е<?У folytonos idejű, 
diszkrét állapotterü Markov-folyamat, és legyen kGlhi. n k-a- 
dik feltételes momentumsebessége (a j feltétel mellett, a t 
időpontban):
D (n ,j ,t ) := lim — E((n(.,t + T)-n(.,t))k |n(.,t)=j)
K т-0 T
-92-
M +minden olyan jG|hio és te(RQ mellett, amelyre a jobboldalon 
szereplő határérték létezik.
Kiszámítjuk egy összetett kémiai reakció sztochaszti­
kus modelljére az első és a második feltételes momentumse­
bességet, más néven a feltételes várható sebességet, és a 
feltételes szórássebességet.
7. Tétel : Legyen az <$ ,Л, (a ,3),k> összetett kémiai re­
akció sztochasztikus modellje Ç, determinisztikus modelljé­
ben pedig a komponens képződési vektort megadó függvény f .  
Ekkor
Dj U ,  j  , t  ) = f  ( j ) (vte ÍR*, je JH*).
Bizonyitás :




U-j al j + °l
Z u-j) Z  k ( r ) j a ( * ’ r )  = f ( j ) . -
O JL J
3. Példa : Az eddigiek alapján világos, hogy az
0 —  X ( XG 1R+ )
reakció sztochasztikus modellje egy X paraméterű Poisson- 
folyamat. Determinisztikus modellje pedig az
X = X =: fox
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differenciálegyenlet. Feltételes momentumsebességei:
Dk (ç,j,t) = X (keiN, je IN0 » teiR*).
8. Tétel : Legyen az <£ (a ,ß),k> összetett kémiai re­
akció sztochasztikus modellje Ç. Ekkor minden rögzitett $ +л‘6(Н és te (R eseténо о
D9(ç,j,t)= E (ß(.,r)-a(. ,r))(ß( .,r)-a( .,r))Tk(г ) *,Г
és ez a pozitiv szemidefinit D2(ç,j,t) biztosan nem pozitiv 
definit, ha a sztöchiometriai tér dimenziója kisebb, mint M 
(tehát például konzervatív reakciók esetén).
Bizonyítás :
d2 ( £ > j > "t ) =
lim — E((ç(.,t+T)-Ç(.,t))2|Ç(.,t)=j) = 
т-O T
lim ~ E (£-j)(£-j)Ta.„T+o«(r)
т-0 £eíH\{j}
E ( ß ( »,r)-a(.,r))( ß ( . , r ) -a(. ,r) )Tk(r)ja  ^’ ,r  ^. 
rel
A második állitás D (£,j,t) alakjából nyilvánvaló.-
6. Megjegyzés : Felvetődik az a kérdés, hogy a feltéte­
les szórássebesség mikor egyezik meg a szórásnégyzet (!) se 
bességével, azaz idő szerinti deriváltjával. A Poisson-fo- 
lyamatnál fennáll ez a megegyezés (mindkettő értéke X), ál­
talában azonban nem ismerjük a választ. Az első momentumse­
bességre vonatkozó analóg kérdésre a teljes választ a 4. fe 
jezetben fogjuk megadni.
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7. Megjegyzés : Vizsgálni lehetne a sztochasztikus modell
közelítését olyan diffúziós folyamattal, amelynek együttha­
tóit [75, 399. old.; 145, 413. old.] D és adja meg. Ez­
zel azonban rendkívül óvatosan kell bánni, mivel itt a ma- 
gasabbrendü momentumsebességek általában - mint a Poisson- 
folyamatnál is - nem nullák, szemben a diffúziós folyamat­
tal. V.ö. ezt a 4. fejezettel, illetve Kurtz eredményeivel.
8. Megjegyzés: Nyilvánvaló, hogy konvervativ reakciók 
feltételes szórássebessége pozitiv szemidefinit, de nem po­
zitív definit. Kérdés, hogy pontosan milyen feltételek ese­
tén lesz (bizonyos j-kre, vagy minden j-re) D (ç,j,t) pozi­
tiv definit.
3.5. EGYENSÚLYI ELOSZLÁSOK
3.5.1.A? egycsucsuság egy elégséges feltétele
Ebben a pontban - a 4.2. szakasz előkészítéseként - o- 
lyan reakciók egyensúlyi eloszlásának egycsucsuságával fog­
lalkozunk, amelyekben egy belső komponens van, és amelyek 
sztochasztikus modellje egy születési-halálozási folyamat.
6. Definíció: [ 138, 144. old.]: A {л ; je (!Ы 0 > eloszlás
egycsucsu, ha a
W  *2 *1* ïï3~ïï2 5 • • •
sorozatban pontosan egy előjelváltás van, azaz
3 ! a £ | N j  it . . - ж  < 0 á  it —ír ( it , : = 0 )о a+1 a a a-1 - 1
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Medgyessy egy tételét [ 138, 146. old.] általánosítva 
elégséges feltételt adunk arra, hogy egy diszkrét eloszlás 
mikor lesz egycsucsu.
1. Lemma : Tegyük fel, hogy
t : Ibi - |R+ és 6 : 1Ы - IR+о о
olyan függvények, amelyekre
(16) y(j) + 6 ( j ) ä 1 (jeLNQ )
teljesül, és tegyük fel, hogy a {те^ ; jetNQ} eloszlás olyan, 
hogy
(17) ïï.^ y(j)ïï. + 6(j)it._ (jeW).J J * J *
Ekkor {n_; (Ы0 ) egycsucsu.
Bizonyítás: Megmutatjuk, hogy ha a6 ÍN -ban az elosz- ----- ------  о
lás megváltozása előjelet vált, akkor a-tól kezdve monoton 
csökken. Tegyük fel tehát, hogy
it , — те < 0 á ír -тсa+ 1 a a a- (я , :=0 ) .
Ekkor (l7)-et felhasználva kapjuk, hogy
ti  - 6  (  a +  1 )  тс 
a +  1___________ __________ a
%a+2 ï ï a + l  f ( a + l )  ï ï a + l
( тсa+ 1 11 a }
6(a+1) 1-y(a+1)-5(a+1)
т(a+1 ) 6(a+1 ) a+ : á 0 .-
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9. Tétel : Tegyük fel, hogy egy összetett kémiai reakció­
ban M=1, és, hogy a reakció sztochasztikus modellje születé­
si-halálozási folyamat
Ф ( j ) : =Ф , illetve P- ( j ) : = £ M-• j 1
° i El
(js(Kio; л^е R +; i pG(Ro , ie£ , Z e  [n )
születési, illetve halálozási aránnyal. Ekkor a reakció 
sztochasztikus modelljének létezik egyetlen stacionárius 
eloszlása, és az egycsucsu.
1. Bizonyítás : A stacionárius eloszlás létezése és
egyértelműsége a Karlin-McGregor feltétel [105] teljesülé­
séből következik. A reakció stacionárius eloszlására a 
3.F.3. tétel alapján:
(18) ( P ( j ) +Ф ( j ) ) те - = д(^ + 1)к. +ф(,] — 1)ïïJ J * J ^
( Tt_ J : =0 , je Dsi0 ),
ahonnan átrendezéssel, továbbá ф speciális alakját, és ц 
monotonitását felhasználva:
ti . = u . -jaI ü U  +„. ф ( л -1 )j j + 1 u(j)+i(j) j-1 p(j )-*-ф(0 )
Sít . M-( Л )
Ф,
j+1 n ( j ) +Ф ( j ) + ïïj-l M- ( j ) + Ф(j)
Alkalmazva az 1. lemmát a
T( j ) : = p ( л )M. ( j )+Ф( j ) 6 ( j ) : =
фо
M-( j )+ф( j ) ( jeüsi o )
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szereposztással a bizonyítandó állitást kapjuk. -
2. Bizonyítás ; Születési-halálozási folyamatról lévén 
szó (18) mellett - amint az teljes indukcióval könnyen 
belátható -
(19) n( j )n . = ф ( j- 1 )n .J  J ( jeЫ  )
is teljesül. (l9)-b51 pedig ezt kapjuk:
(го) = «. ф°~'(ыJ J-l J Ф(J-l) ű Ф„
ahonnan látható, hogy a
LlSÍ0 »  j  i í j -  i t j _ ,  ( i t _ j  : = 0  )
sorozatban pontosan egy előjelváltás van. -
9. Megjegyzés : A 2. bizonyításból kitűnik, hogy 3í^c|R + 
esetén a
( 2 1 )  (Js/Q a j  b . ( j  ) : = Ф ( а - 1  ) —  M-(j ) g  IR.
összefüggéssel definiált h függvény előjelváltásainak szá­
ma határozza meg (я^; j G |KJ ^ } csúcsainak számát, ezért az 1. 
tétel általánosabban is megfogalmazható lett volna.
3.5.2.Elégséges feltételek arra, hogy a stacionárius el­
oszlás Poisson-eloszlás legyen
"Tekintettel arra a folyamatos vitára, amely a kémiai 
reakciókban végbemenő fluktuációkról zajlik, hasznosnak tű­
nik akár csak egy világosan megfogalmazott eredmény is."
Van Kämpen [193, 333. old.] 1976-ban leirt mondata az azóta 
eltelt időben semmit sem veszitett érvényességéből.
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Mi g egy matematikus számára nyilvánvaló, hogy összetett 
kémiai reakciók sztochasztikus modelljében a stacionárius el­
oszlás igen ritkán lesz Poisson-eloszlás, addig fizikusok és 
fizikai-kémikusok azon lepődnek meg ([148, 782. old.; 200, 
289. old.]V hogy a stacionárius eloszlás időnként nem Poisson 
tipusu. Többen foglalkoztak ennek megmutatásával [49,76,82, 
193], de még ezek a dolgozatok is elsősorban a Poisson-el- 
osziástól - mint alapvető jelentőségűtől - való eltérésére 
koncentrálnak.
Egyedül Whittle [197] dolgozatában szerepel elégséges 
feltétel arra, hogy mikor lesz a stacionárius eloszlás 
Poisson-eloszlás, de ő nem pontosan a miénkkel azonos fel­
tevéseken alapuló modellt vizsgált. így szükségesnek lát­
szott, hogy pontosan megfogalmazott elegendő feltételeket 
keressünk legalább bizonyos reakcióosztályokon belül. Alább 
ismertetendő eredményeinkből kitűnik, hogy általában nagyon 
kevés reakció vezet Poisson-eloszlásra : az egyes, tekintet­
be vett reakcióosztályokon belül az ilyenek általában egy 
alacsonyabb dimenziós részsokaságot képeznek.
3.5.2.1. Egyszerű szüle + ésí-halálozási reakciók
10. Tétel [59]: Ha egy egyszerű születési-halálozási 
folyamatnak létezik stacionárius eloszlása, akkor az pon­
tosan akkor Poisson-eloszlás, ha a folyamat lineáris, azaz,
ha a (3.F.5) és (3.F.7) képlet jelöléseivel cp (m6M*) homo-m
gén lineáris függvény.
Bizonyítás : A 3.F.4. tételből következik, hogy ha léte­
zik stacionárius eloszlás, akkor az
оr
* Ф ( 1 ) m£M Ф„( j ) m m
(jelN” )(2 2 ) I .J konst • • •
alakú, ahol a€ |RM a (3.F.8) egyenletrendszer megoldása. Tel­
jes indukcióval látható, hogy a (22) eloszlás pontosan ak­
kor
(23) i. = exp (- E X ) jj- 
J m£M J
(je(Hq? k£(tR+)M; V =prmX; тем*) 
alakú, ha Фт (т£М ) homogén lineáris függvény. -
1. Következmény : Ha egy összetett kémiai reakció szto­
chasztikus modellje egyszerű születési-halálozási folyamat, 
és a folyamatnak létezik stacionárius eloszlása, akkor az 
pontosan akkor Poisson-eloszlás, ha a reakció nyilt rekesz­
rendszer. Eredményünk összhangban áll Gans [75, 692. old.] 
eredményével.
10. Megjegyzés :
(i) A tételben tehát a "szorzatformula" [108] egy 
speciális esetét használtuk fel.
(ii) Amint (23)-ból kitűnik, vektoriális folyamatok e- 
setén akkor nevezzük a stacionárius eloszlást Poisson-elosz- 
lásnak, ha koordinátái független Poisson-eloszlásu valószi- 
nüségi változók.
4. Példa : A
0 — + X kX — •- ( к- 1 ) X 
( a ,tGR+ , keflsi)
reakció, bár sztochasztikus modellje egyszerű születési-ha­
lálozási folyamat, a tétel szerint általában nem vezet
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Poisson-eloszlásra, kivéve a k=l esetet. Ennek a speciális 
állításnak egy másik általánosításaként megvizsgáltuk, hogy 
azoknak a reakcióknak a sztochasztikus modellje, amelyeké 
egydimenziós születési-halálozási folyamat, mikor vezet 
Poisson-eloszlásra. Kiderült [187, 188], hogy csak akkor, 
ha bizonyos összefüggések állanak fenn a születési és a ha­
lálozási arányt megadó polinomok együtthatói között. Eköz­
ben lényegesen kihasználtuk, hogy az egydimenziós születé­
si-halálozási folyamatok (sztochasztikusan, átmenetenként, 
v.ö. (3.F.10)) részletesen kiegyensúlyozottak. Később ezt 
az eredményt sikerült vektoriális folyamatokra általánosí­
tani a részletes kiegyensúlyozottság (egydimenziós esetben 
automatikusan teljesülő, Id. a 9. tétel 2. bizonyítását) 
feltételének feltevése mellett. Ezt az eredményt ismertet­
jük most [176] alapján.
3 . 5 . 2 . 2  P o l i n o m i á l i s  e g y s z e r ű  p o p u l á c i ó s  M a r k o v - f о  I y a m a  +  o k  
11. Tétel : Legyen
m ,  к
r * -i USm m  ,  к  о
,  C 9 e  N  ;m m m о
: (  a  ) * ) , P  1m о m  , k
(  k £  ( c m m •  0
e l R + U e U  )*),о  m o
es tegyük fel, hogy ha a  (vagy Ъ  ) pozitív, akkor ф  ism  m  m ,  a m
(illetve p  , is). Definiáljuk а ф  ; u .  és c p  , polinomokatm ,  Ъ  J  m m  m m '  r
* mm,m'£M ; m^m' esetén a következőképpen:
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( л 6 Ifs! ; j indexe tulajdonképpen fölösleges!).m о m
, , + MTegyük fel, hogy a 3.F.I. feltevést kielegito ÇiftxlR^ - 1Ы q
folyamat infinitézimális mátrixának nullától különböző e- 
lemeit a most definiált polinomok adják meg a következő­
képpen :
a . .J ,J+em
a . .J , J-em
= Ф_(j _),m m(27)
(28)
(29) a. . =cp ,(j)j , j-e +e , mm' üm m m ' <jm :=prmj)-
Tegyük fel továbbá, hogy Ç (sztochasztikusan, átmenetenként)
к Mrészletesen kiegyensúlyozott, azaz а {n^; jG INq} stacioná­
rius eloszlásra teljesül, hogy
(30) a .  о  u .J ■ ai j ni (j Дец4“ )
Ezen feltevések mellett a folyamat stacionárius eloszlása 
pontosan akkor
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J .M,(31) it. = exp ( - E к ) TT ( j £ N Q)3 *mGM 
4* Malakú (ahol kG((R ) ; ha teljesülnek a követke­
ző relációk :
(32) a +1 = Ъ , с , = 1, Ф , = 0 ;m m ’ mm' m m ',О
(33) Xm " ф т,а /цт,а +1 ;m m
a. + 1î к- 1(34) ф = ( Ф  „ / а  „ ) Е ( ) Ит,а ' ' т , а . ,. г ’ 'т,к’ т т к=г+1
(rG(а .- 1 )1 О
(35) а = о т ,и
(36) ф , = ф_,
Ф и , т , а т , а , + 1т т
т т , 1 mm ,1 ф , а . ,* т ' , а , т , а + 1т т
(т ,т 'GM ; т<т')
Bizonyítás : A részletes kiegyensúlyozottság (amelyet 
ugró Markov-folyamatok esetében reverzib i I itásnа к is nevez­
nek) esetünkben a következőt jelenti:«
(37 ) 
( 38)
Ф ( j ) it . = a ( j +1 ) n . ,m m j m m j+e ° m
Ф .(.1 ) it . = ф . (л +1 ) it .mm' dm л m'm dm j - e + e ,m m
, . .(M . *.( j G ,(N o ; m , m GM ) .
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(24)-(26)-ot és (3l)-et behelyettesítve (37)-(38)-ba azonnal 
kapjuk (32)-t. A behelyettesítéskor a két oldalon kapott 
(M,1)-polinomok együtthatóinak összevetéséből ez adódik:
(39) Фm , 0 = X ( Ц. + . 0 . + M -m m,o m , a + 1m
Ф + Ф , =  X ( ( п ) д  , +  ( , ) M- , +  . . .  +  ( ) um,o m,l m 0 m,l 1 m ,2 a m,a +15 m m
V , k - l +tJjm,k Xm ^ 0 ^ m , k +  ^ 1  ^%  ,k+ 1 + * * * + ^ a +l-k'*M'm,a +1^m m
a + 1 m
V a  - 1+фт,а = \n<(0 > V a  +( ' JV a  +1 >5 w m m mm
(41) ф = X m  xlm , a m m , a + 1m m
(42) Ф , , X , = cp , Xm m , 1 m mm , 1 m (m<m’)
MAzt mondhatjuk tehát, hogy van egy £ (a +2)+(„) számúru* m lтем
egyenletből álló rendszerünk a következő
M+ £ (a +2) + £ (a +1) + M(M-l) = 2 £ a +M + 3M* Tri * m _, * mтем тем тем
számú változóra:
X » pl ! « • • • * pl 5 ф 5 • • э 5 ф f Ф I 1m m ,a +1 m,o m ,a m,o mm ,1m m
(m,m'ем )
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Tekintsük ismeretleneknek a következőket:
X ; és, ha a >0, akkor 6 o , ,. ». ; ésm m m,a -I m,om
< P . m , ( m < m ').m m , 1
kifejezhető (4l)-ből:
Xm a ^m.a +1 m m
Nyilvánvaló, hogy a fennmaradó egyenletrendszernek létezik
egyetlen pozitiv megoldása а ф (rG(a -l) ) és у , .m,r m о m m , 1
(m<m'; i,m'eM ) változókban. Felhasználva, hogy (40) fenn­
áll minden mGM* mellett, indukcióval kapjuk (34)-et. A
X -re és ф -ra kapott kifejezéseket (39)-be irva adódik m m , о
(35). (36) pedig egyszerű átrendezettje (42)-nek.—
5. P é l da : A
ф
kA(m) v-.^n?-(k+l)A(m) (kG(a )*)M- , 7 . m оm ,k+ 1
kA(m) -— — — A( m ' ) + ( к-1 ) A ( m ) (kG(c..)*)1J °
(m , m 'GM*)
összetett kémiai reakció tehát pontosan akkor vezet 
Poisson-eloszlásra, ha a megfelelő sebességi állandók ösz- 
szefüggnek, és a köztük fennálló összefüggést (33), (34) 
és (36) adja meg. Abban a speciális esetben, amikor M=1, 
c j j —0 , a j —0 , a
Ф0 s * AM.
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reakciót kapjuk, amelynél a megkötések nem jelentenek meg­
szorítást a sebességi állandókra; ennek tehát mindig Poisson- 
eloszlás a stacionárius eloszlása.
11. Megjegyzés : Érdemes talán kiemelni, hogy a 10. té­
telben szereplő egyszerű születési-halálozási folyamat, és 
a populációs Markov-folyamatok (lásd pl. [109]) közé tarto­
zó 11. tételbeli folyamat közötti lényeges különbség abban 
van, hogy az elsőnél a születési arányok az állapottól füg­
getlen állandók. Az egyes tipusok közötti kapcsolatokat mu­











4. A DETERMINISZTIKUS ÉS A SZTOCHASZTIKUS MODELL 
KAPCSOLATÁRÓL
4.1 A KÉT MODELL IDŐBELI LEFUTÁSÁNAK ÖSSZEVETÉSE
Legyen az <£, 3L ,(a ,ß ) ,k> összetett kémiai reakcióban
PK( c ) := £k(r)(ß(.,r) - a(o,r))[c] , \ ( cG (R^) .
r e ü  оц”  1
К „(P tehát a kinetikai differenciálegyenlet jobboldalán ál­
ló polinomhoz hasonlit, csak úgy definiáltuk, hogy a kom­
binatorikus sztohasztikus modellel való összevetéshez job­
ban lehessen majd használni.) Legyen a reakció kombinato- 
rikus sztochasztikus modellje Ç .
1. Definíció : Azt mondjuk, hogy az <5, Я, (a ,ß),k> re­
akció kombinatorikus sztochasztikus modellje átlagban kon­
zisztens, ha fennáll, hogy
( 1 ) ( E ÇK )' = PKoEÇK .
1. Tétel : A fenti jelölésekkel 
(2) (E ÇK )' = E(PKoÇK) 
teljesül.
Bizonyítás : A (3.15) képletből kiindulva "z^ szerinti 
deriválással és z ; = iM helyettesitéssel" kapjuk a bizonyí­
tandó egyenlőség m-edik sorát (mEM*):
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(EÇK)'(t) = Э 3 G (iM ,t) = m m M+1 ^ =M
= E k(r)( ß(m,r )_1^
a( . , r ) -em
= M ).r e&
a( .,r )
E k(r)(ß(m,r)-a(m,r ) )E( [ÇK(t ) ]
г е л a ( . , r )
E(fK о ÇK )(t) - m
1. Megjegyzés : A tételt kémiailag is érdekes speciális 
esetekre elsőként Siegert [158, 1714. old] és Rényi [150, 
87. old.] bizonyította be. Azóta számos további speciális 
esetét is bebizonyították. (Lásd erről [l37]-et. Egy spe­
ciális esetet tartalmaz [132].) - A tétel az abszolút va­
lószínűségekre vonatkozó (3.11) egyenletből is bizonyitha-
Egy viszonylag általános esettel - amely (l) és (2) 
jobboldalának összevetéséből azonnal adódik - különösen 
sokan foglalkoztak.
2. Tétel [83, 17. old.]: Az átlagban való konzisz­
tenciához elégséges, hogy a reakció elsőrendű legyen, azaz 
minden elemi reakció reaktáns komplexének a hossza legfel­
jebb 1 legyen.-
2. Megjegyzés : Ezt a tételt közvetlenül - az általá­
nos 1. tételre való hivatkozás nélkül - Hárs Vera bizonyí­
totta be szakdolgozatában. Többen is bizonyították a té­
telt rekeszrendszerekre - amelyek az elsőrendű reakciók­
nak speciális esetei -, de eredményüket általában úgy fo­
galmazták meg, mintha elsőrendű reakciókra vonatkoznék
tó.
[42, 994. old.; 75. 693. old.; 134, 82. old.].
N
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3. Megjegyzés : Ebbe a szakaszba is beletartozik a 3.7. 
tétel állitása, amely úgy is fogalmazható, hogy tetszőleges 
összetett kémiai reakció sztochasztikus modellje lokálisan 
(sajnos, itt a "lokális" szó időpontra, és nem helyre utal) 
ugyanúgy viselkedik, mint a determinisztikus modell.
4. Megjegyzés : Kurtz mindenképpen idekivánkozó eredmé­
nyeit [116-127] -amelyek részletes magyar nyelvű ismerteté­
se a bizonyitásvázlatok kiegészítésével együtt megtalálható 
Kun A. [115] szakdolgozatában -, valamint ezeknek Arnold 
[17, 18, 20, 21] által kimondott általánositásait e helyen 
csak nemformális alakban tudjuk ismertetni.
Miután kiderült, hogy az átlagban való konzisztencia 
általában nem teljesül, többen is bizonyították egyes egé­
szen speciális reakciókra, hogy a sztochasztikus modell 
termodinamikai határértékben megegyezik a determinisztikus­
sal. Ez azt jelenti, hogy ha a részecskék számát és a tér­
fogatot úgy növeljük, hogy eközben az egyes komponensek 
koncentrációja (egységnyi térfogatra jutó darabszáma) ál­
landóhoz tart, akkor a két modell egymáshoz közelit. Ráa­
dásul a determinisztikus körüli ingadozás - ezt egy speciá­
lis esetben már Delbrück [43] is igazolta - normális el­
oszlású. Más szavakkal érvényes a nagy számok törvénye, a 
centrális h atáre IoszI ástéte I és teljesül az invariancia-elv 
Ezeket az állításokat fogalmazta meg és bizonyította be 
Kurtz hosszú, mély eredményekre támaszkodó cikksorozatában 
[116-127] a kombinatorikus sztochasztikus modellre, és eze­
ket általánosította Arnold egy a diffúzió jelenlétében vég­
bemenő (tehát inhomogén) reakciókra felirt lokális modellre
Eddig a sztochasztikus és a determinisztikus modell 
közti hasonlóságról esett szó, most egy gyakorlati példa 
kapcsán a két modell közti különbségre vonatkozó megjegy­
zéseket teszünk.
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1. Példa : A [7] és [12] dolgozatban az
E + S C — ^->E + P
Michaelis-Menten reakciót vizsgáltuk az [E](0)=1 kezdeti 
feltétel mellett. Ebben az igen speciális esetben a sztochasz­
tikus modell minden jellemzője kiszámítható, és ebből kide­
rült, hogy a várható érték és a determinisztikus modell meg­
oldása között jelentős eltérés léphet fel. Ennek a speciális 
esetnek a vizsgálatát a biokémiai gyakorlat motiválta, ugyan­
is előfordul, hogy bizonyos enzimekből egy jól körülhatárolt 
térrészben (például egy sejtben) csak egy, vagy legfeljebb 
néhány molekula van jelen. A mai kísérleti technikai szint 
mellett is elképzelhető, hogy el lehet azt a döntő fontossá­
gú kísérletet végezni, amelyben ellenőrizhetően ez és csak 
ez a reakció menne végbe és a - például vörös vértestbe be­
zárt - enzimből valóban csak egyetlen molekula lenne jelen.
Ezek a számítások azért is tanulságosak, mert más bio­
kémiai jelenségek leírásánál is (például nukleinsavak közti 
reakcióknál, hormon-receptor kölcsönhatásoknál stb.) hasonló 
formális összetett kémiai reakciók szereplnek, hasonlóan 
extrém kezdeti feltételekkel.
Hangsúlyozzuk, hogy a determinisztikus és a sztochasz­
tikus modell közti eltérés makroszkopikusan is mérhetővé 
válhat, ha sok, egymással azonos és egymástól független 
példányban megy végbe a reakció, ilyenkor ugyanis a szto­
chasztikus modellbeli várható érték közelítését mérjük.
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4.2. A KÉT MODELL EGYENSÚLYI VISELKEDÉSÉNEK ÖSSZEHASONLÍTÁSA
Közelitő számításokra [141, 142] alapul az a nézet, a- 
mely szerint egy összetett kémiai reakcióban
(i) a determinisztikus modell egyensúlyi pontjainak és 
a sztochasztikus modellből számolt stacionárius eloszlás 
szélsőértékhelyeinek a száma megegyezik;
(ii) a determinisztikus modell egyensúlyi pontjai meg­
egyeznek, vagy közel vannak a stacionárius eloszlás szélső- 
értékhelyeihez;
(iii) stabilis (vagy aszimptotikusan stabilis) egyen­
súlyi pontoknak maximumok (csúcsok), instabilisoknak pedig 
minimumok felelnek meg.
Meg fogjuk mutatni, hogy már az első állítás sem tel­
jesül [61]. Ehhez - lehetőség szerint - nem egyedi példa­
reakciókat mutatunk, hanem bizonyos reakcióosztályokon be­
lül adunk elégséges feltételt arra, hogy a reakciónak egy 
vagy több (determinisztikus) egyensúlyi pontja, illetve a 
stacionárius eloszlásnak egy, vagy több szélsőértéke legyen. 
A reakciókra (illetve determinisztikus modelljükre) vonat­
koztatva bevezetjük az unÎstacionáгius és mu Itistacionárius 
elnevezést, a reakciók sztochasztikus modelljére gondolva 
pedig az unimodális, illetve a multimodal is jelzőt.
Meg kell itt említenünk Cobb - több további szempont­
ból is érdekes - [38] dolgozatát, amelyben egymásnak meg­
feleltetett - nem reakciókinetikai! - determinisztikus és 
sztochasztikus modellekről derül ki, hogy az egyensúlyi pon­
tok helye és a stacionárius eloszlás extrémumhelyei eltér­
nek egymástól.
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3. Tétel : A 3.9 tételben szereplő összetett kémiai re­
akciók unistacionáriusak.
Bizonyítás : A 3.7. tétel miatt ezen reakciókban a kom­
ponens képződési vektor az xG (R* helyen:
f(x) = ф ( X ) - p(x) = ф - £ Ц.Х1 ,
° ie£ 1
(ahol ф és p. а ф és (j. függvény (R^-ra való természetes ki- 
terjesztése). Mivel f(0)>0; lim f =-»; f'(x)<0 (x G|R + ),
+ oo •H* -f-ezért pontosan egy olyan x g IR pont létezik, amelyre 
f(X* )=0 . -
2. Példa : Egy mechanizmus, amelyre a fenti állítás vo­
natkozik, az alábbi:
(3) 2X<—  ... -é— £X ( £ G |N ) .
4. Tétel : A
(4) OSF^qX (a,3GjR+; qG tNM 1 } )
reakció rögzített a,ßG(R+ és qGlNV 1 } esetén unistacionári- 
us, és létezik olyan qG(bK{l} és olyan kezdeti feltétel, a- 
mely mellett multimodális.
Bizonyítás : Az unistacionaritás közvetlenül következik 
abból, hogy itt f(x) = a-ßqx^ ( xG (^  ^  ) ; de alkalmazhatjuk a 
zéró-deficiencia tételt is (2.F.6. tétel).
Mivel ez esetben a 3. Függelék jelöléseivel:
h . j + q “ 01 V q , j  = S U + q ) 4  ( Í E W . ’
ezért az abszolút valószínűségekre vonatkozó alapegyenle­
tek :
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P^(t) = a P j _ q (t)+ß(,i+q)C1 P j + q ( t ) - ( a + ß j C1)P ( t) ,
s ez a rendszer q számú olyan rendszerre esik szét, amelyek 
mindegyike hasonló egy születési-halálozási folyamat alap­
egyenletéhez. Ebből látható, hogy a stacionárius eloszlás q 
számú egycsucsu eloszlás keveréke, ahol a keverék súlyai a 
folyamat kezdeti eloszlásának tagjai. Az, hogy a keverék 
összetevői, vagyis a
2 q ’ . } , {it • q + 1 * 2 q + { Ttq — 1 ’ 2 q - 1
eloszlások egycsucsuak, a 3.1. lemmából következik.
Nyilvánvaló, hogy például az első és az utolsó elosz­
lás 0,5 - 0,5 sulyokkal vett keveréke elég nagy q esetén 
többcsucsu lesz. -
5. Megjegyzés : Kérdés, hogy meg lehet-e adni olyan 
unistacionárius reakciót is, amely determinisztikus kezde­
ti feltétel mellett is multimodális.
3. Példa: A
( 5 ) 0 Цр=Ь X 2 X 3 X
reakció az a=39„168, ß=34.64, y=10.2, 6=1 sebességi állan­
dó értékek mellett multistacionárius és unimodális.
Bizonyítás : A kinetikai differenciálegyenlet jobbol­
dala
= -x3+10.2x2-34.64x+39 . 168 ( xG IR+ ) .оf(x)
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Ennek az f polinomnak három pozitiv gyöke van, azaz a de­
terminisztikus modellnek három egyensúlyi pontja van:
X* = 3.2, X* = 3.4, X* = 3.6.
A reakció sztochasztikus modellje születési-halálozá­
si folyamat a
Ф( j ) := 10.2j 2 + 39 . 168 ( (Mo )
születési és
u(j) := j3 + 34.64 j (jeN )C
halálozási aránnyal. A 3.9. tétel 2. bizonyításában szerep 
lökhöz hasonlóan itt is részletesen kiegyensúlyozott a fo­
lyamat, azaz
Я  .  Ц  (  j  +  1 )  =  Tt . Ф (  j  )J 1 J
teljesül, ennélfogva {тс^ ; je ŐsiQ} maximuma ott van, ahol
я. -it. <0 először teljesül, vagyis ahol a h ( j ) : =ф ( j )-ц ( j + 1J * J
( j etMo ) összefüggéssel definiált h függvény először vesz 
fel negativ értéket. Mivel
h(j) = -j3 + 7.2 j 2 — 3 7,64j + 3.528,
ezért, ha h jelöli h természetes kiterjesztését R^-ra, ak­
kor h(0 )>0 , h ( 1 ) <0 , h szigorúan csökken az [l, +°°) inter­
vallumon, igy a stacionárius eloszlás maximális tagja я ^ , 
és {я.} egycsucsu. -
-114-
6. Megjegyzés : Az (5) mechanizmust, - amely az elsőren­
dű fázisátalakulás legegyszerűbb kémiai modellje - Schlögl 
[155] nyomán többen is [103, 133] részletesen vizsgálták. A 
mechanizmus más sebességi állandók mellett lehet egyszerre 
multistacionárius és multimodális is, v.ö. az alábbi, 5. té­
tellel .
5. Tétel : Legyen b ,6 6 ÍR olyan, hogy
(6 ) 2 <6 + 1<Ъ 
és
(7) 9Ъ4+19Ъ3+(21/4)Ъ2+4б2(b+1)2 <
(21/2)Ъ + 23/4 + 66/27+( 2/3 )ô4(b+l ) ,
legyen továbbá a (6 ) és (7) feltételeket kielégito b és ô 
számokra
A ( b , 6 ) := 3(Ъ + 1),
B(b,ó) := 3(b2-l)-62,
C(b,6) := Ъ3 + ЗЬ2-Ъб2-62-2 .
Akkor azok az összetett kémiai reakciók, amelyeknek sztochasz­
tikus modellje születési-halálozási folyamat a
ф(0) := A(b ,6 ) j 2+C(b ,ô ) (jethl0 )
születési és
n(j) := j3 + B(b,6)j (je(M )о
halálozási aránnyal multimodális és multistacionárius.
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Bizonyitás: A sztochasztikus modellt úgy konstruáltuk 
hogy h-nak három, különböző egész intervallumokba eső pozi 
tiv gyöke legyen, ahol
h(j) := Ф(j )-ц(j + I) = -(j-Ъ + б)(j-b ) (j-b-6).
Ez a három gyök b-б, Ъ és b + ó. így tehát a stacionárius el 
oszlásnak két maximuma és egy minimuma van.
Annak megmutatásához, hogy f-nek, ahol
f(x) := ф(х)-ц(х) = -x3+Ax2-Bx+C ( xG jR )
három pozitiv gyöke van, elég bebizonyítani, hogy f(0 )>0 , 
f'(x)<0 , ha -xG IR + és, hogy f diszkriminánsa negativ [74, 
90. old.; 168, 195. old.]. Az első két állitás triviálisan 
igaz, a harmadik bizonyításához legyen
р(Ъ,б) := B(b,6)-A(b,6)2/3,
q ( Ъ , б ) := -Д2/27)А(Ь,б)3 + (1/3)А(Ь56)В(Ь,6)В-С(Ь,б).
Ekkor
p(b,6) = -62-6b-6,
q(b,6 ) = -3(b+l ) (2b+l ) .
így tehát a diszkrimináns (ha ezt D(b,6 )-val jelöljük)
D(b,6) = 9b4+19b3+(21/4)Ъ2+4б2(Ъ+1)2-(21/2)b-23/4
- 66/27-( 2/3 )64(b+l ) ,
és ez láthatóan mindig negativ, ha (6 ) és (7 ) teljesül.-
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7. Megjegyzés : A b-re és ô-ra vonatkozó feltételek nem 
a lehető legélesebbek, de nem is túl szigorúak, például Ъ:=52 
és 6 : =50 teljesiti ezeket.
Végül szeretnénk vázlatosan rámutatni arra, hogy hogyan 
használható ki a két modell egyensúlyi viselkedése közötti 
különbség a sebességi állandók meghatározására. Pontosabban, 
Billingsley [30]-ban ismertetett eredményei alapján [178, 
l80]-ban megmutattuk, hogy mig általában egy reakció deter­
minisztikus egyensúlyi pontjának megmért értékéből csak a 
sebességi állandók bizonyos függvényei számíthatók ki, ad­
dig a sztochasztikus modellnek megfelelő fluktuációk méré­
séből minden sebességi állandó értéke mindig becsülhető. 
[57]-ben foglalkoztunk azzal a kérdéssel, hogy az ehhez szük­
séges pontos mérések milyen mai módszerekkel és elsősorban 
milyen kémiai és biokémiai rendszerekben végezhetők el.
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5. ALKALMAZÁSOK
Meglepő lehet egy ilyen mértékben az alkalmazások felé 
irányuló dolgozatban egy külön, ilyen cimü fejezet beikta­
tása. Pontosabban néhány olyan kiválasztott feladat megol­
dását tárgyaljuk, amelyek nem (vagy nem csak) matematikus 
diplomával rendelkező kollégákkal való, mérési adatok fel­
dolgozását célzó együttműködés közben vetődtek fel. Itt nem 
a vizsgált" problémák lényeges részének megoldását mutatjuk 
meg - az egyes helyeken utalunk arra, hogy ezek hol vannak 
leirva - hanem a hagyománytól eltérően megfogalmazunk és 
megoldunk egy-egy olyan feladatot, amelynek megoldása már 
matematikai szempontból triviális, bár esetenként esetleg 
előremutató, ügy gondoljuk azonban, hogy ezeknek az ismer­
tetése - rendkívüli gyakoriságuk és a megfogalmazásuknál 
fellépő nehézségek miatt tanulságos, elárul valamit az alkal­
mazott matematikusi tevékenység hátteréről.
5.1. EGY IMMUNOLÓGIAI PÉLDA
Immunreakciókban a szervétbe jutó idegen anyag, az 
úgynevezett antigén és a semlegesitésére védekezésül terme­
lődő el lenanyag, vagy antitest játssza a fő szerepet [78].
Az antigén (Ç) és az ellenanyag (ß) közötti kapcsoló­
dást egy speciális esetben bizonyos feltételek mellett, a 
következő összetett kémiai reakció Írja le (lásd ezekről pl. 
[114] és [132]).
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Ilyen tipusu modellek Steensgardtól és munkatársaitól 
származnak [162]. Kulics J. kiszámította ilyen tipusu reak­
ciók deficienciáját speciális esetekben [114], Hárs V. pe­
dig szimulálta ilyen reakciók sztochasztikus modelljét, il­
letve numerikusán meghatározta az indukált kinetikai kezde­
ti érték probléma megoldását különböző kezdeti feltételek, 
illetve sebességi állandók mellett.
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Különösen érdekes volt az egyensúlyi koncentrációk meg 
határozása. Megmutatjuk, hogy a szokásos - igen erősen kor­
látozó feltevések esetén egy speciális esetben az egyensúly 
pont meghatározása egy egyváltozós polinom gyökhelyének meg 
határozására vezet, s igy kis zsebszámológép segítségével 
elvégezhető. Az ebből számolt eredmények viszont jó tájékoz 
tatást nyújthatnak a bonyolultabb esetekről.
Ha a Cfr és 3b után előforduló komponenseket előfordulá­
suk sorrendjében X ^  *2,...,X1Q-nek nevezzük, és egyensúlyi 
koncentrációjukat g-vel, Ъ-vel, x^-gyel, ..., x ]Q-zel jelöl 
jük, akkor ezekre az alábbi algebrai egyenletrendszer áll 
fenn :
0 = -agb+ßXj-agXj+ßx3~agx2+ßx^
- a g x ^ + ß x g - a g x ^ + ß x ^ - a g x ^ + ß x g - a g x g + ß x }Q
0 = -agb+ßxj-atxj+ßx2~abx3+ßx^




0 = agxn-ßx,+abx.-ßx,-abx.+ßx-agx.+ßx,z 4 3 4 4 5 4 6
О = abx^-ßx^-agx^+ßx^




О = agx^-ßXg-ctbXg + ßXjQ 
О = a g X g - ß x j Q + a b X g - ß X j 0
Eo = (5+*,+*2+..•+*,„ 
bo = b+*|+*2 + . - . « 10
A Steensgardtól származó (és a részletes egyensúly elvének 
teljesülésével egyenértékű) feltevés szerint a C ft. kompo-
X  "1 Jnens egyensúlyi koncentrációja Kg b (K:=a/ß a disszociá- 
ciós állandó). Részletesen tehát
X, = Kgb, x9 = Kgb2, x9 = Kg2b, хл = Kg2b 2 , x5 = Kg2b31 "D" ’ “2 ’ “3 л4
x6 = Kg3b 2 , x 7= Kg3b 3 , Xg = Kg3b 4 , x9 = Kg4b 3 , x ]0 = Kg4b 4
Mindezek felhasználásával kapjuk, hogy
go = g+Kgb(/l+b + g + gb + gb2 + g2b + g2b 2 + g 2b 3 + g3b 2 + g3b 3 ) = :F(g,b)
b0= F(b,g)
Feladatunk most már a
= F(g ,Ъ ) b0 = F(b,g)
egyenletrendszer megoldásában áll. Ez a g =b esetben továbbО  о
egyszerűsödik, ekkor ugyanis g=b, és a megoldandó egyenlet:
gQ = F (g,g)•
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A К disszociációs állandó különböző konkrét értékei mellett 
ezt az egyenletet numerikusán megoldva valóban olyan érté­
keket kaptunk, amelyekhez a megfelelő kinetikai kezdeti ér­
ték probléma megoldása konvergált az idő növekedésével.
A feladat közeli rokonságot mutat a [28] 163. oldalán 
ismertetettel: ott egy normál-paraffin-szénhidrogéneket tar­
talmazó kétfázisú ideális rendszer egyensúlyának kiszámí­
tási módját Írják le. Azt a tényt, hogy az egyenletrendszer 
két egyenletre redukálódik, ott úgy fejezik ki, hogy a 
rendszer szabadsági foka 2.
5.2. EGY GYÔGYSZERKINETIKAI PÉLDA
[l49]-ben azt vizsgáltuk, hogy a szalicilsav-transz- 
port kinetikáját hidrofil és lipofil karakterű felületaktiv 
anyagok hozzáadása hogyan módosítja egy három rekesszel le­
írható rendszer esetén. Ezen vizsgálatok kezdeti fázisában 
felmerült az a lehetőség, hogy az
mechanizmus viselkedését azonos kezdeti feltételek, és vál­
tozó sebességi állandók mellett lehetne a koncentráció-idő 
görbék metszéspontjával jellemezni. A (hibával terhelt) kí­
sérleti görbék alakja látszólag nem zárja ki ezt a lehetősé 
get, megmutatjuk azonban, hogy az (l) modell érvényessége e 
setén ez a jellemzés nem használható, ugyanis a három görbé 
nek nincs közös pontja.
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1. Tétel : Az (l) mechanizmus minden k } és (R+ sebes­
ségi állandó esetén olyan, hogy n3teiR*: a( t )=b ( t ) = c(t ) , 
feltéve, hogy az А, В és C komponens mennyiségét a,b, il­
letve c adja meg, és
(2) a(0) =: a £(R+; b =c =0 .о о о
Bizonyítás : (l) indukált kinetikai differenciálegyenle­
te
a = - k a  
•Ъ = к a-k^b 
c = k2b.
Két esetet kell szétválasztanunk:
А/ к j =k£ =: к
Ekkor a (2)-(3) kezdeti érték probléma megoldása:
a(t) = a e ^  b(t)=ka te ^о о
c(t)=a (l-e kt-kte ) , tE|R+ .о о
Az a(T)=b(T) egyenlőség fennállásából T=l/k és a(T)=b(T)=a /eо
következnék. Másrészt с(T )=a (e-2)/e és e-2^1, igy tehát a 
három görbe nem metszheti egymást egy pontban.
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В/ k i^k 2
Ekkor a (2)-(3) kezdeti érték probléma megoldása:
.(t) = a eО
-kt ъ( t ) = ---- -—  a ( ek 2-kj о
-к, t -k„t' 2 's-e ) ,
-k. t
( t ) = Va ( 1 - , ,° k2~k l V
-k2t
k2 k l
•), te (R+ .О
Az a(T)=b(T) egyenlőség k 2=2k^ esetén nem teljesülhet. Te­
gyük fel ezért, hogy к2^2к . Ekkor a kivánt egyenlőségből
T = {log[(2kj-k2 )/кj]}/(к j-k2 )
es




c ' T > -  %  ( - г т 2 ) k 2‘k l
2k.-k„ к -k 
( -V  2) 2 1 * 1]
k l
Ez viszont az előzőkkel csak а к }=к2 esetben egyeznék meg, 
amit itt kizártunk.-
-124-
1. Megjegyzés : "T=oo"-ben sem metszheti egymást a három 
görbe, vagyis az egyensúlyi megoldás három koordinátája sem 
lehet azonos.
5.3. EGY NEUROBIOLÖGIAI PÉLDA
Számos egyéb neurobiológiai alkalmazás mellett - ame­
lyek a szinaptikus áttevődés matematikai modellezésével áll­
nak kapcsolatban, lásd [50, 60]- foglalkoztam a kvanti­
tatív elektronmikroszkópia egy problémájával is.
[86]-ban és [l85]-ben patkányok kisagykérgében talál­
ható Purkinje-sejteken vizsgáltuk a szinaptikus tüskék szá­
mának időbeli változását 6 és 720 nap között. A tüskék szá­
mát megadó görbe kvalitatív elemzéséből is kitűnt, hogy ezt 
két, biológiailag jól interpretálható görbe: egy maximumon 
átmenő, és egy telitődési görbe összegére érdemes felbonta­
ni. A maximumon átmenő görbét kezdetben - reakciókinetikai 
analógiák használhatóságának reményében - az előző szakasz­
ban tárgyalt reakció В komponense koncentráció-idő görbéjé­
nek szerettük volna tekinteni. így azonban sehogyan sem si­
került az aQ , kj és k2 paramétereket úgy megválasztani, 
hogy a számított Ъ függvény jól illeszkedjék a mérési pon­
tokhoz. Ennek oka az volt, hogy a mérési pontok túlságosan 
meredeken haladtak, mig két exponenciális függvény különb­
sége nem lehet akármilyen meredek.
2. Tétel: Tetszőleges olyan a , ß , s , t e R  + számok esetén, 
amelyekre a^ß, s^t teljesül, hogy
-as -ßs e -e ^
-at -ßt t e - e
(4)
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— a - ßBizonyítás : Legyen e =:A és e =:B. Akkor a bizonyí­
tandó egyenlőtlenség (feltéve, hogy A>B) ezzel egyenértékű:
t('AS - BS ) < s(At - B1").
Átrendezve
(5) tAS - sA^ < tBS - sB^.
Ez utóbbi egyenlőtlenség pedig következik abból, hogy a 
[0,1 ) э X W 1 txS-sx"t=:f(x)e(R
összefüggéssel (s azért igy, mert А,В < 1!) definiált f 
függvény szigorúan monoton növekvő, amint azt egyszerű függ­
vényvizsgálat mutatja. Hasonlóan bizonyítható az állitás 
A<B esetén is.-
2. Megj egyzés : A gyakorlat vetette föl tehát inverz 
feladatok egy további családja tanulmányozásának szükséges­
ségét: Adott tipusu függvények közül melyek azok, amelyek 
tekinthetők adott tipusu reakciók indukált kinetikai diffe­
renciálegyenlete megoldásának?
5.4. HORMON-RECEPTOR KOMPLEXEK ASSZOCIÁCIÓS ÁLLANDÓJA 
MEGHATÁROZÁSÁNAK HIBÁJÁRÓL
A [8, 9, 10] dolgozatokban Arányi P. megmutatta, hogy 
a hormon-receptor komplexek asszociációs állandójának szo­
kásos meghatározási módja - a legkülönbözőbb mechanizmusok 
esetén - hibás eredményt ad, amennyiben a kísérletet túl­
ságosan korán fejezik be ahhoz az időponthoz képest, amely­
ben az egyensúly már elértnek tekinthető. Meghatározta az 
ebből eredő hibát, és rámutatott, hogy a szokásos Scatchard-
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féle ábrázolási mód [154] nem fedi fel, hogy az egyensúly­
tól még távol vagyunk. Eljárásának első lépése az volt, hogy 
az egyes mechanizmusok kinetikai differenciálegyenletét vagy 
megoldotta, vagy a mechanizmusokat elsorendüekkel helyette­
sitette, és ezek kinetikai differenciálegyenletét oldotta 
meg, vagy a kvázistacionárius koncentráció elvének alkalma­
zása után kapott egyenletet oldotta meg. Ezután rendszerint 
a megoldást az exponenciális függvény hatványsorának első 
néhány tagját felhasználva meghatározta a mért asszociációs 
állandó (ily módon becsült) értékének és a valódi asszociá­
ciós állandónak az eltérését.
Itt a legegyszerűbb példán bemutatjuk egy - tetszőle­
ges mechanizmus esetén alkalmazható - általános módszer 
ötletét, amely
- nem használja fel a kinetikai differenciálegyenlet 
megoldásának explicit alakját;
- nem alkalmazza a kvázistacionárius koncentráció el­
vét ;
- hibája tetszőlegesen csökkenthető (s eközben a szá­
molás nem válik túlságosan bonyolulttá).
(6) (k ,k_ 6 iR )v-1
reakció esetén meghatározzuk az
a(t) := b(t )/h(t )r(t ) (te|R+ )о
képlettel definiált asszociációs függvénynek nevezett függ­
vény eltérését а К :=k /к asszociációs állandó értékétől, 
ahol a 4Z ,& és fi komponensek koncentrációját h, r és b ad­
ja meg. A (6 ) reakció kinetikai differenciálegyenlete:
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h = -kjhr+k_jb
( 7 )  r  = - k  h r + k _  b 
b = к  j  h r - k _  j b .
Figyelembe véve a szokásos
( 8 )  h ( 0  ) =H r ( 0 ) =R b ( 0 ) = 0 ( H , R 6  ( R+ )
kezdeti feltételeket, a (7) — (8 ) kezdeti érték probléma meg­
oldásának harmadik komponense a Taylor-sor módszerrel [194, 
13. old.] igy közelíthető:
b(t) = b ( 0 )+b ( 0 ) t+b ( 0 ) t2/2 + o(t2) =
к JHR 2 2
k j H R t ------- ( k ] R + k 1H + k _ I ) t  + o ( t  ) ,
igy tehát az asszociációs függvény:
a(t) " h(t)r(t) -
к t[l-k.t/2 (H+R+l/K )]1 1  EL
l-kt(H+R)+(k,t)2/2 [H(H+1/K )+R(1/К +4H+R)]’1 1  9, 8L
ami Rcci/K esetén megegyezik a [8] dolgozatban szereplő£L
(10) képlettel.
A továbbiakban elsősorban olyan biokémiai szempontból 
fontos mechanizmusok részletes vizsgálata lenne érdekes, 




Itt felsoroljuk azokat a jelöléseket, amelyek vagy 
nem túlságosan elterjedtek, vagy esetleg csak a jelen dol­
gozat céljait szolgálják. A többi jelölést, illetve a je­
lölések megválasztásával kapcsolatos álláspontunkat ille­







a H (itt általában véges) halmaz számossága 
(a Kronecker-szimbólum) : =2-I {i , j}I , A tetsző­
leges nemüres halmaz; i,jGA (általában nem Ír­
juk ki A-t)
:= {nG(N; lánáN} , Ne [Nq tetszőleges 
:= N*U{0}, NG (Ыо tetszőleges
:= {xeAxB; x függvény}; А,В tetszőleges nem­
üres halmaz





:IRM -ÍR az m-edik koordinátára történő vetítés
(тем*)
a standard bázis m-edik eleme, tehát pr ,(e )=* m m6 , (m ,m 'eM )mm '
: = E e * mтем
* M, ha pr a<pr Ъ (pr aápr Ъ ) (тем ); а,Ъе(2 m m ^ m  ^mа<Ъ (aát)
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dg a : =
aj 0 ... 0
0 a„
-MxM . —M ^G [R ,ha aeR, es pr a=a’  ^ m m
0 ... 0 a (mGM*)C. mj
p © o' II (dga)b
sign A := “ij’i.óeM*- ha АевМХМ
aа : = ïï aam, ha aG((R + )M . aG[f\jM és 
тем* m
pr a = a , pr a =a (mGM*) m m m m
Yа : = U y(,).... ay(N)), ha a E ^ ] * ,
[ila " J
Y = (y(l),...,y(N)) £ N MxN, N€(N
Mf it it (i -j -l),ha iàa; i,aGthl
* . * m 11 °i mGM л Ga 1 m m
_ 0 egyébként
i ! : = [ i ] i , ha iG (N ^
span Z Maz IR -beli vektorokból álló Z halmaz lineáris 
burka
II0)e\O'~S 
ся {x G|RM; II xll <e}, eG tf?.+
IICi)O'“sO {xG|hJM ; OSxáe}, e G N M 0 о
x m
MLebesgue-mérték R mérhető részhalmazain
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2. FÜGGELÉK: A determinisztikus modellre vonatkozó
alapvető tételek
Ebben a 2. Függelékben bizonyítás nélkül közöljük a 
determinisztikus reakciókinetika néhány alapvető, az elő­
zőekben sokat idézett tételét. Az állitások megértéséhez 
szükségesek a 2. fejezet definíciói.
1. Tétel : [205t 354. old.]: Legyen az <$,&,(a ,ß),k>
összetett kémiai reakció indukált kinetikai differenciál­
egyenlete :
c = P о c ,
és tegyük fel, hogy c(0) = De( IR ) . Akkor
c(t)e( IR + )S (teJDc). -
2. Tétel : [205, 355. old.]: Legyen az <$,&,( a , ß ) ,k> 
összetett kémiai reakció indukált kinetikai differenciál­
egyenlete :
c = P о c ,
és tegyük fel, hogy c(0) = DG(£R + )^ . Akkorо
c(t)e(IR + )S (te£> )0 -о c
1. Definíció : Az <§,&, (a,ß),k> összetett kémiai reak­
ció V-gráfjában az m€$ csúcs közvetlenül megelőzi az
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csucsot, ha a(m,r)eíKi 0 Analóg módon: az reíR. csúcs közvetle­
nül megelőzi az m£$ csúcsot, ha ß(m,r)6iH .
A továbbiakban azt a feltevést tesszük, hogy minden 
beli csúcshoz létezik őt közvetlenül megelőző S-beli csúcs. 
Ez kémiailag azt jelenti, hogy minden elemi reakció végbe­
meneteléhez szükség van valamelyik komponensre, azaz min­
den reaktáns komplex különbözik az üres komplextől, másszó­
val kizárjuk például az
0 - X + Y 
elemi reakciót.
2. Definició: A V-gráf aciklikus, ha nincsen benne irá­
nyított kör.
3. Definíció : Az <§,5L, ( a , ß ) ,k> összetett kémiai reak­
ció Ç  V-gráfjának aciklikus részgráfja &  -u t, ha min­
den csúcsként tartalmazott R, -beli csúccsal együtt az abba 
befutó élt is tartalmazza, (^'-nek m£í> kezdeti csúcsa, ha 
nem fut bele -ben haladó él.
4. Definíció : Az < s ,&,(<* , ß),k> összetett kémiai reak­
cióban az m£§ csúcs £  - e I érhető 5 jc §-bő'l , ha létezik olyan 
<J' Я. *-ut, amelynek összes kezdeti csúcsa SQ-ban fekszik, és 
amely csúcsként tartalmazza m-et.
3. Tétel : [2Q5, 356-357. old.]: Legyen az <5,&, (a ,ß),k> 
összetett kémiai reakció indukált kinetikai differenciále­
gyenletének egy megoldása c£ ÍT ( (R x tRM ) és legyen
£ o := {m£é; cm (0)>0},
X := {m£§: m nem 42*-elérhető' 5 -bél}. ’ о
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Akkor
(i) ha m6X, akkor c (t) = 0 (teíD );m c
(ii) ha m£§\X, akkor c (t)>0 (te£) ).m c
Az elérhetőség vizsgálatához, és a 3. tétel bizonyítá­
sához érdemes a V-gráf csúcsaihoz indexet rendelni.
5. Definíció: Tekintsük az <$ (a , ß ) ,k> összetett ké­
miai reakciót és legyen rögzített halmaz. Legyen
i(m) := 0 , ha mGS , és
i(r) := o, ha minden r-et közvetlenül megelőző S-beli 
csúcs indexe 0 .
Tegyük fel, hogy az s-nél kisebb indexeket már kiosztottuk. 
Legyen ekkor
i(m) := s , ha m még nem kapott indexet, és létezik m-et 
közvetlenül megelőző, s-1 indexű &-csucs;
i(r) := s, ha r még nem kapott indexet, és minden r-et 
közvetlenül megelőző é-csucs indexe s-1.
Az eljárás végén index nélkül maradó csúcsok indexe legyen
+ 0O .
1. LemiTVa : A fenti jelölésekkel i(m)<+°° pontosan akkor,
ha m 5 -ból -elérhető. -о
Most egy, a kinetikai differenciálegyenletek megoldásá­
nak értelmezési tartományára vonatkozó állításhoz fogunk el­
jutni.
2. Lemma : [99, 113. old.]: Egy reakciószimplex akkor és 
csak akkor korlátos, ha az összetett kémiai reakció konzer­
vatív.-
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3. Lemma : Legyen a c függvény az <è,T,Â,K> reakció in­
dukált kinetikai differenciálegyenletének a c(0)=D kezdeti 
feltétel mellett vett megoldása, és legyen a mechanizmus 
sztöchiometriai tere S. Akkor
c(t)e(D+s)n(£R*) (te£>c ).-
4. Tétel : Konzervatív összetett kémiai reakció indu­
kált kinetikai differenciálegyenlete megoldásának érték- 
készlete korlátos halmaz, s igy értelmezési tartománya a 
teljes [R * intervallum.-
A kinetikai differenciálegyenletek megoldásának "sza­
bályos" viselkedésére vonatkozó elégséges feltételek követ­
keznek .
5. Tétel : [205, 365. old.]: Ha az <$,&,(a ,ß ),k> össze­
tett kémiai reakció V-gráfja aciklikus, és az általa indu­
kált kinetikai differenciálegyenlet:
( 1 ) c = P о c ,
akkor
( i ) ü  = IR+ , Q  korlátos halmaz;с о c
(ii) nem létezik (l)-nek nemnegativ periodikus megoldá­
sa (eltekintve a triviálisaktól);
'X*(iii) létezik lim с =: c , és c (l)-nek egyensúlyi meg-
 ^ +00oldasa;
(iv) minden c nemnegativ egyensúlyi megoldás megoldása 
az
k(r)Ha(-’r) = 0 (rGíJU
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egyenletrendszernek;
(v) létezik olyan M6 lR+ állandó, amellyel
со
; le K M  (meg),mо
Meglehetősen érdektelen lenne, ha csak aeiklikus V- 
gráffal rendelkező összetett kémiai reakciókra vonatkozó 
állitást tudnánk kimondani, ugyanis nemhogy a reverzibilis, de 
- mint könnyen belátható - még a gyengén reverzibilis reak­
ciók V-gráfja is tartalmaz irányított kört. Az 5. tétel (i)-
(iv) állítása azonban már akkor is teljesül, ha csak azt 
tudjuk a mechanizmusról, hogy szemikonzervativ, továbbá ér­
vényes az alábbi állitás:
4. Lemma : Г 20 5. 361. old.]: A fenti jelölésekkel: ha
aciklikus, akkor a mechanizmus szubkonzervativ.
Végül kimondjuk a z é r ó  defÎcieneia- t é t é  I néven emlege­
tett állitást:
6. Tétel : [65, 71, 94, 98, 99]: Tegyük fel, hogy egy 
mechanizmus deficienciája 0. Akkor
(i) ha a mechanizmus nem gyengén reverzibilis, akkor 
nem létezik pozitiv egyensúlyi pontja az indukált kineti­
kai differenciálegyenletnek;
(ii) ha a mechanizmus gyengén reverzibilis, akkor tet­
szőleges pozitiv sebességi állandók esetén
- minden pozitiv reakciószimplexben létezik egyet­
len egyensúlyi pont;
- minden egyensúlyi pont relative lokálisan aszimp­
totikusan stabilis (arra a pozitiv reakciószimp­
lexre nézve, amelyiknek ez a pont eleme);
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- az indukált kinetikai differenciálegyenletnek 
nem létezik nemtriviális (azaz pozitiv koordi­
nátákkal biró ponton átmenő) periodikus megol­
dása. -
A 6. tétel általánosításaira és az újabb eredményekre 
vonatkozóan az [66, 69, 70] összefoglalókra utalunk.
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3. FÜGGELÉK: Ugró Markov-folyamatokra vonatkozó alapvető
Kísérletet teszünk arra, hogy a lehető leggazdaságo­
sabban összefoglaljuk az ugró Markov-folyamatokra vonat­
kozó eredményeket, mindenekelőtt [37] és [101] alapján.
A tömörség itt néhány esetben szükségszerűen bizonyos pon­
tatlansággal fog együttjárni.
Legyen valószinüségi mező, legyen P teljes,
X legyen egy megszámlálható (azaz véges, vagy megszámlál- 
hatóan végtelen) halmaz, (X,3Ü olyan mérhető tér, amelyre
VjEX {j}eÜ teljesül. Legyenek j ,-ÍE X;j^£ esetén az a.,,e|R +j t о
számok tetszőlegesek.
1. Feltevés : Tegyük fel, hogy Ç:iîx|R* -*X olyan (foly­
tonos idejű, időben homogén, diszkrét állapotterü Markov-) 
folyamat, amelynek
definíciók és tételek
p.e(t) :=f>U(t) = £u(o)=j) (j,£ex; te|R+ )
J 'С О
átmenetvalószinüségeire valamilyen 6e lR+-szal he[0 ,6 ) ese­
tén
p £(h) = a £h + o£ (h) (j,£eX; jfi)
t E X \ { j}
( jex)
teljesül, ahol
lim o.(h)/h=0, o.(0) = 0 (jGX)
h-0 J J
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Ekkor fennállnak a következők:
11 Lemma :
(i) P(t) := (p^(t)K (tGIp.^ ) standard, vagyis
lim p . о ( h ) = р.ЛО) = ö.n ( j ,£6X ) ; 
h^ + 0 3 3 3
(ii) rögzített £ mellett j-ben egyenletesen
lim p . о ( h ) /h = a.p (j,£eX; j ï I) , 
h-* + 0 3JL
továbbá az




lim (p..(h)-l)/h = -a.., 
h-+0
igy tehát a folyamat A infinitezimális mátrixa:
= ( S V ,lex
(iii) a
E h  il e x
folyamat konzervatív,
0 es a . . 6 lR + .0 J о
azaz minden jeX esetén
(A legutolsó állítást itt úgy szokás kifejezni, hogy
véges valós szám: Oáa..<+°°. Másképpen azt is mondják,J JVjex a j állapot stabilis.)
'j jhogy
1. Tétel : Az átmenetvalószinüségek kielégítik a
Ko Imogorov-féIe I. és II. egyenletrendszert:




Bizonyítás : Az 1. lemmából következik, lásd például 
[5, 123-124. old.? 37, 224 . old.; 79 , 329. old.; 101, 252 
253. old.; 171, 101-102. old.]. -
1. Megjegyzés : A Kolmogorov-egyenletekre vonatkozó 
kezdeti érték probléma megoldása általában nem egyértelmű 
Ha létezik olyan KelR+ , amellyel
( 1 ) sup -a. .<K
jex
fennáll, akkor létezik egyetlen közös P megoldása a két 
egyenletrendszernek, amely átmenetvalószinüségnek tekint­
hető, azaz P(t) minden te ír! esetén sztochasztikus mátrixО
és kielégiti a Chapman-Kolmogorov-egyenletet.
2.Tétel : [ 101, 254. old.]: A folyamat
p.(t) ;= 9  U(t)=j) (jex, t e R * )
összefüggéssel definiált abszolút valószínűségeire, fenn­
áll, hogy
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p.(t) = E Pk (o)p (t)
3 k£X k kJ
( jex)
továbbá
(2) p.(t) = p.(o) + E p (o); E р.Л.Ь». (jex).-
J 3 кех k о lex K 3
2. Megjegyzés : (2) alkalmas - általában teljesülő - 
feltételek esetén még az alábbi alakokra hozható:
(3) P.(t) = P.(0) + E / P,(. )a n .
lex о Г  •'*1j
( jex),
(4) p.(t)j Elex P£ (t)a£j
(jex).
(4)-et állapotegyenletnek, vagy alapegyenletnek ("master"- 
egyenlet) szokás nevezni. Érdekes, hogy ezen alakjának bi­
zonyítása sehol sem szerepel, (mig a Kolmogorov-egyenlete- 
ké igen!) absztraktabb formája megtalálható például itt: 
[33, 23. old., 199, 239, old.]. Ez azért is meglepő, mert 
az alkalmazásokban ez az egyenlet fordul elő a leggyakrab­
ban. összetett kémiai reakciók sztochasztikus modelljénél 
ez azért nem okoz gondot, mivel az A mátrix minden sorában 
csak véges sok elem külbözik 0-tól.
3. Tétel : (ti.£|R+; jex, E it. = l} stacionárius eiosz-
, , , , J ° jex Jlas (azaz, ha ü
P.(0) = it.Vjex, akkor P.(t) = n . Vjex'Vte[R+ ) akkor és csak J 0 J 3 °akkor, ha




Ismertetjük Whittle egy eredményét, amely bizonyos 
speciális, az 1. feltevést kielégito folyamatok stacioná­
rius eloszlásának létezésére és alakjára vonatkozik.
4. Tétel: [197]: Legyen M G i h i  , és legyen £ : Q x ÍR+- Щ M------  о о






t Ф ( j ) , m m m
j’j‘em+em , ^mm'Фт^ ^ m^ *
C
_j
. II О l-jto, +em , em ,-em ,
ahol
m ' m ' X , G IR ; jmm' “'o m = PrmJ m
és <p n: к  - к  olyan függvény, amelyre ф (0) = 0; m, m ’GM 
és (X ,) , * sztochasztikus mátrix. (Az ilyen infini-
tézimális mátrixszal biró folyamatokat egyszerű születésÎ- 
halálozási  folyamatoknak nevezzük.) Ennek a folyamatnak 




X , ) a mm m E .m ’GM
X , a ,m m  m V (mGM*)Ш
egyenletrendszernek (amely általában sokkal kevesebb egyen­
letből áll, mint a stacionárius eloszlásra vonatkozó) léte­
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zik véges valós számokból álló {a ;m£M } megoldása, amelym
egyértelmű, és amelyre teljesül, hogy
a <A konvergenciasugara := p(A ), (m£M ), ahol m m  J m
A_(z) := E zn/(p (1)ф ( 2 ) . . . cp ( n )m ne (N m m m
(zGC, IzKptAj),
Més ekkor a { я ^ ; j e j)sj ^ } stacionárius eloszlást a
(9) ti. := konst. • aJ/ и [ <p ( 1 ) . . . cp (j )] j * m m m° m£M
képlet adja meg. Az egyensúlyi eloszlásra teljesülnek a
(1 0 )
[v + E „ л. , ф ,(j , + 1)т ,]t 1p(j ) =m , m'mm' m' m' mm '  6 M
= [м- + E „ , ]ф_( j_)p(j )m . * mm m mm 1 GM
(mGM*)
? * % ,фш' ( jm' + 1 )Tm 'P(t3 } ( , ^ * Vm')P(j)т'ем т'ем
összefüggések (amit úgy is mondhatunk, hogy a folyamat 
sztochasztikusan átmenetenként részletesen kiegyensúlyozott) 
(Itt tetszőleges f;lNiQ - |R és m£M esetén
T f ( j ) := f(j + e ) . ) m m
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